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AVERTISSEMENT 






Cet ouvrage résume une partie des exercices pré- 
p aratoires au concours d'agrégation , qui font l'objet 
de mes conférences de troisième année à l'École Nor*- 

N maie. Il peut servir de complément aux Traités de 

Y Calcul différentiel et intégral, et de Mécanique ra- 
tionnelle, dans lesquels les applications sont ordinai* 
rement très-restreintes. Mon but sera atteint, si je 
suis parvenu, en facilitant l'intelligence des théories, 
à initier aux progrès de la science cette jeunesse d'é* 

c!^ lite qui se prépare à subir les fortes épreuves de la 
licence et du concours d'agrégation. 

<) Parmi les questions résolues , plusieurs se trouvent 
déjà posées dans les œuvres des Bemoulli, dans les 
Actes de l'Académie de Saint-Pétersbourg, dans les 
Annales de Gergonne, etc. Les sources auxquelles 
j'ai puisé sont indiquées dans le cours de l'ouvrage. 
Les solutions fournies par ces divers Recueils sont 
très-dignes d'intérêt au point de vue historique; 
mais il faut convenir que souvent elles sont obte- 
nues par des procédés artificiels qui, tout en faisant 
briller la grande sagacité de l'inventeur, n'ouvrent 
pas la route à suivre pour les questions de même 

Vieille. Cours d* Analyse, a 
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YI AVERTISSEMENT. 

espèce. Ce défaut de méthode nous frappe surtout 
dans les questions de mécanique. Je me suis attaché, 
dans la mise en équation de ces problèmes et dans 
leur discussion, à suivre une marche didactique, pré- 
sentant l'application régulière des grands principes 
sur lesquels la science repose aujourd'hui. 

Le désir de ne pas excéder les bornes d'un ouvrage 
destiné à l'enseignement m'a conduit à exposer, d'une 
manière très-succincte, les travaux de MM. Hamilton 
et Jacobi, qui ramènent l'intégration des équations gé- 
nérales de la dynamique à la recherche d'une solution 
complète quelconque d'une équation aux différences 
partielles du/ premier ordre, non linéaire. J'ai pu dé- 
velopper davantage, à l'occasion du problème célèbre 
du mouvement d'un point matériel attiré par deux 
centres fixes, l'usage remarquable que M. Liouville 
a fait des coordonnées elliptiques. Cette méthode nou- 
velle est très-propre, par sa simplicité, à entrer dans 
l'enseignement. Elle réduit immédiatement aux qua- 
dratures les équations du mouvement d'un point 
matériel, dans tous les cas où la fonction des forces 
satisfait à une certaine condition d'intégrabilitéi 

Parmi les théories qui forment la première partie de 
cet ouvrage, un chapitre devait être consacré à la dé- 
monstration de plusieurs propositions générales, énon- 
cées dans le Mémoire de M. Poinsot sur une Théorie 
nouvelle de la rotation des corps. Ce chapitre, devenu 



AVERTISSEMENT. VII 

inutile par suite des développements analytiques que 
vient de publier l'auteur *, a été retiré. Qu'aurais-je 
pu ajouter à l'exposition si lumineuse dont M. Poinsot 
avait déjà donné un modèle dans sa Statique? 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma recon- 
naissance à M. Sturm, dont les affectueux conseils et 
les utiles indications m'ont souvent guidé dans ce 
travail. 

(i5 mai i85i.) 

* Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XVÏ, i85i. 
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L'illustre auteur de la Mécanique analytique a donnée 
dans la deuxième partie de cet ouvrage, une forme remar- 
quable aux éq uations difTéren tielles de Ja dynamique ré- 
duites à ne contenir que les seules variables dont dépend , 
à chaque instant, la position du système. Ce qui caracté- 
rise ces équations et les rend éminemment propres à la ré- 
solution de la plupart des problèmes , c'est que les termes 
où entrent les différentielles relatives au temps proviennent 
uniquement d'une seule fonction T, qui n'est autre que la 
demi-somme des forces vives de tous les points du système. 

Cependant ces équations si utiles sont omises dans les 
Traités de mécanique les plus répandus. 

La démonstration de Lagrange (*) n'est pas complète: 
nous allons d'abord montrer en quoi elle est insuffisante 



(*) Mécanique analytique, seconde parlie, section IV. 



2 PREMIÈRE PARTIE. 

Représentons par 
(i) L=:o, M = o, ]N = o, 

les équations de condition, au nombre de i, qui existent 
entre les coordonnées x^j^ z, x', . . . des différents points 
d'un système en mouvement, et qui sont données par la 
nature de chaque problème. Soit n le nombre des points 
matériels: on peut tirer des équations (i) les valeurs de ^ 
coordonnées en fonction des 3n — i autres, ou , plus géné- 
ralement, on peut concevoir que les 3 n coordonnées soient 
remplacées par des fonctions connues de in — i nouvelles 
variables 0, (p, ^|/, . . ., et par cette transformation, on sait 
que la formule générale de la dynamique 

se partage en 3n — i équations distinctes , qui suffisent 
pour déterminer les valeurs de 9, O), ij^ , . . . en fonction du 
temps. 

Cela posé, l'analyse deLagrange suppose que l'expres- 
sion de chaque différentielle dx en fonction des nouvelles 
variables 0, y, t{^, . . . , ne diffère de la variation corres- 
pondante dx que par le changement du fi? en d. Or cela 
a lieu, en effet, lorsque la fonction des variables ô, y, 
J;, . . . , que X représente, ne contient pas le temps t expli- 
citement; mais il n'en est plus ainsi, si x est une fonction 
explicite de f et de ô, ç, i{^,. . . . Soit 

on a 

df , df . df df 

dt dB d(f rtip 



et 



df^^ df^ df ^^ 

^^ =: -^ ,Î0 + --1 ^«p -h -n (î^^ 4- 
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df 

La différentielle dx renferme le terme -r- dt^ qui n'a pas 

son correspondant dans la variation $x^ puisqu'en prenant 
cette variation on doit laisser t constant. 

C'est pourquoi nous croyons faire une chose utile à ren- 
seignement en reprenant l'analyse de Lagrange, et lui don- 
nant toute la généralité désirable (*) ; en même temps nous 
en simplifierons l'algorithme . 

Soient donc 6,9, ^f'v • • 1^^ variables réduites au plus 
petit nombre possible dont j:, j^, z, x', . . . sont des fonc- 
tions connues , déduites des équations (i). Comme ces der- 
nières peuvent contenir le temps t explicitement, cette 
variable entrera généralement dans les fonctions que or, y^ 
z , x\ . . . représentent. Posons 

nJ]r /IV u2 

On aura pour — ^ — ? y» cîx, iy^ âz^ des expressions de 

la forme 

dx 



dt 



.T.- a-h a9' -h a,(p'-|-a2x|>'-h. . ., 



(3) 



dz 

— =7 4- c9'-+-c, <p' H- Cj >!>' + . .., 
clt 



(*) Â la fin de la démonstration de Lagrange on lit ces mots : a Cette 
« transformalion aura lieu également, quand même parmi les nouvelles 
« variables il se trouverait le temps f , pourvu qu^on le regarde comme con- 
« stant , c''cst-à dire qu^on fasse ^/ = o. » Mais les calculs sur lesquels cette 
transformation repose doivent alors être modifiés ; et ce sont ces modifica* 
lions nécessaires qui font Tobjet de ce chapitre. 

I. 
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a^^yy représentent les dérivées partielles des fonctions 
X, jyZ^ par rapport à ^, si cette variable y entre explici- 
tement. Ces termes ne se retrouvent pas dans les valeurs 
de âxy dy^ ôz. 

ocj^^y^a^by c, a,, è,, Ci,. . . sont des fonctions connues 
de f, (p, i{/, 0, . . .. 

Cela posé, avant de substituer dans Féquation (2) les 

valeurs de x, jy^, z , — > • • -9 dx^ etc., on transforme le tri- 
nôme 

dt"" dt^ ^ dt-" 

en deux groupes contenant des différentielles du premier 
ordre, et soumis, Funau signe d^ l'autre au signe J. A cet 
effet, on a identiquement 

d'^x - d'^y - d'^z ^ d fdx . djr ^ dz ^ \ 

dr dt' -^ dr dt\dt dt -^ dt ) 

2 \dt^ ^ dt' drj^ 
en sorte que T équation (2) prend la forme 



jLà\dt\dt dt '^ dt ] 2 \dO dt^ dt^ 

(4) { / 

Maintenant on calculera séparément les deux quantités 

dx ^ dy ^ dz ^ i (dx^ dy^ dz'\ 

dt dt ^ dt ' !i\dt^^ dt^ dt^) 

Mais , comme on devra finalement égaler à zéro l'ensemble 
des termes que multipliera chacune des variations indé- 
pendantes (Î0 , cî(j?,..., et que d'ailleurs ces variables 
entrent évidemment de la même manière dans les calculs , 
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on s'attachera seulement à faire ressortir la composition 
du coefficient de cîô. 
On aura ainsi 

i (dx" dy^ dz^\ ' ^^, ^0'»' ^^, , 

dx dy dz \ * 

— ^a?4-~-^j+ — ^«j = (B4-C0'4-D(p'-h. ..)^® +• ••> 

eu posant, pour abréger, 

fla + ^p -f- C7 = B, 

à*-\- ^'-h c» =C, 

aa, -f- bbx -h ce, = D . 



par ûî', il viendra ( en observant que — ^- — = cî . — = cî.ô' ) » 



Différentions la première expression par d et la deuxième 

-7—== O.-p 

dt dt 

+ (B + ce' + D ?' + ... )*9' + -.., 

rfr \rf/ dt dt I dt^ ^ ' 

+ (B4- Ce'+D*' + . . .)*9'-h 

■ 

Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (4) , les tenues 
multipliés par dQ^ disparaissent d'eux-mêmes ^ c'est cette 
réduction qui fait le succès de la méthode : il reste , pour 
le coefficient de la variation cî0 , 

^(B4-C0' + D(p'4-...) 
^ ^2^^^ I fdk ^,dB Ô'» dC ^, ,dD 



'% 
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Actuellement , désignons par T la demi-somme des forces 
vives du système , 

^ 2^ \dt^^ dt\ dt' 
On voit que l'expression (5) n'est autfe cliose que 



\d^'\j 



dT 

dt db' 

quant à la partie du premier membre de Téquation (4)? qui 
renferme les forces appliquées (X, Y, Z), savoir, 

2(X5^-+Y(îjr-HZ^3), 

sa transformation en fonction des variables 0, ^y ^y--, 
s'effectuera .par voie de simple substitution , et l'on connai* 
tra, dans chaque cas particulier, sans difficulté, le cpeffî- 
(jient de dQ qui en provient. 

. Dans les applications ordinaires de la dynamique, il existe 
une fonction des forces , c'est-à-dire qu'on a 

2(Xé/x -+- Y é(r -f- Z//z) = û?V, 

V étant fonction de A, 0, y, ^j;,..., et', par suite, 

y [H^x -+- Ytî/ + Z^z) = ^V — î^ ^0 -h .... 

Le coefficient complet de 50, dans Téquation (4), devient 
donc 



UoV 



d T d\ 



dt dQ dB 

■ 

En définitive, l'équation (4) se partage dans lés sui- 
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vantes 



Ue'j 



elT d\ 

= o 



dt dB dB 

dr 






Uv 



fl^r d-^ d'^ ~" 



Ces équations sont en même nombre que les variables 9, 
(fy ^j""i dont dépend, à chaque instant, la position du 
système. Nous les appliquerons à la solution de divers pro- 
blèmes , dans le cours de cet ouvrage; 

Quand les fonctions T et V ne renferment pas le temps t 
explicitement, ce qui exige que les liaisons du système, ex- 
primées parles équations ( i ) , soient indépendantes du temps, 
on obtient immédiatement une intégrale première des équa- 
tions (-6), en les multipliant respectivement par dd^ d(f^ 
/i^ , . . . , et ajoutant les produits ; il vient 

or 

D'ailleurs , T ne contenant pas le temps i^ , on a 
^^T ,, dT ^ dT ^^, d'T , , 

• » 
et V ne contenant que 0, 9, ^, sans 9', ç', 'l^'v? ^^^ * 

dQ dtf ' , 
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L'équation (7) devient donc 

Elle est intëgrable , et donne 

Ô' :^ -f-(p':T-> -h. . . — T — V = const. 

Mais , par le théorème des fonctions homogènes ^ 

,rfT dT 

on a donc définitivement 

(8) T—V== const. 

Cette intégrale, d'une grande importance dans la solu- 
tion des problèmes de mécanique , contient le principe des 
forces vii^es. ■ 

Il est utile de remarquer la forme que prend la fonction 
T dans divers cas. 

Si l'on définit la position d'un point m (fig. i), par l'or- 
donnée parallèle à l'axe o^, mP =^ , la projection oP = r 
de son rayon vecteur sur le plan xoy^ et l'angle Pox = ^^ 

on aura 

dx^ -+- dy^ :=zdr^^ r'^d-^^y 

et , par conséquent , 

2^ [dt^ dt\ dt^] 

On passera ensuite de ce système de coordonnées mixtes , à 
celui des coordonnées polaires ordinaires 

[ ow = R , Tangle zom = ô, et TaDgle P o^ ==>(»] , 

en substituant aux variables z et r les variables R et qui 
sont liées aux premières , absolument de même que r et t|^ 
l'étaient à x ety. On aura donc 

dz^ -h dr' = dK' -t~ R' dB' ; 
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ajoutant membre à membre avec 
il viendra 

et comme r=:Rsînô, . 
enfin 

Remarquons encore que les transfonnations précédentes 
ne sont pas seulement applicables au cas où les variables Q , 
9 , îp , . . . sont réduites au plus petit nombre possible , c'est-à- 
dire ne dépendent d'aucune équation de condition. Il peut 
arriver que des difficultés d'élimination conduisent à con- 
server, dans le calcul , un nombre de variables , y , ^, . . . 
plus grand qu'il n'est nécessaire pour définir à chaque in- 
stant la position du système \ alors on pourra toujours écrire 
l'équation (4) sous la forme 





^T ^V K. dff' dT 'dW ,. 

dB dB J \ de d(f dff/ ^ 

* 

mais il ne serait plus exact d'égaler séparément à zéro le 
coeflScient de chaque variation (Î0, ^?vî puisqu'elles ne 
sont pas indépendantes. On devra associer à cette équation 
les équations de condition qui lient encore les variables 9, 
(p,..., et qu'on diflférentiera par c^. Puis on appliquera à ce 
système , soit la méthode des multiplicateurs , soit telle autre 
méthode d'élimination qu'on jugera convenable, ainsi qu'on 
l'explique dans les Traités de mécanique pour l'équation ( 4 ) ? 
prise sous sa forme primitive et associée aux équations de 
condition L = o , M = o. 
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CHAPITRE n. 

SUR LES CONDITIONS DE STABILITÉ ET d'iN STABILITÉ DE 

l'éqi3ilibre d'un système de points matériels. 



Considérons un système de n points matériels en équi- 
libre et liés entre eux d'une manière quelconque. Ces liai- 
sons sont , en général , exprimées par des équations 

L = o, M = o, N = o,...,. 

entre les coordonnées a:, j^, z, j:', . . . des divers points du 
système. Si nous désignons par ï le nombre de ces équa- 
tions, il y aura 'in — i variables indépendantes, et l'on 
peut concevoir qu'on exprime toutes les coordonnées en 
fonction de ces variables. 

Nous supposerons, comme dans le chapitre précédent, 
que les forces (X, Y, Z) satisfassent à la condition que la 
somme 

étendue à tous les points du système, soit la diflerentielle 
immédiate d'une fonction (p des coordonnées j:, y^ z^ x\ . . . , 
ou, du moins, nous supposerons que la somme ci-dessus 
devienne intégrable après qu'on l'a réduite à ne plus con- 
tenir que les seules variables indépendantes- Les forces de 
1^ nature , attractives ou répulsives , qui émanent de centres 
fixes , ou des actions mutuelles entre deux masses , et qui ne 
dépendent que des distances, remplissent, comme on sait, 
cette condition. 

Si a, /3, y^... désignent un système de valeurs des varia- 
bles indépendantes qui déterminent une position d'équi- 
libre, et qu'où vienne à leur attribuer des variations infini- 
ment petites cîa, 5/3,. . ., on a, en vertu du principe des. 
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vitesses virtuelles, (î(p(a,|3,y)=:o-, d'où ron conclut que, 
pour chaque position d'équilibre , la fonction (f est , en gé- 
néral , un maximum ou un minimum. 11 y a* entre le maxi- 
mum et le minimum de la fonction <p une différence fonda- 
mentale. Quand le maximum a lieu réellement, l'équilibre 
est stable, c'est-à-dire quç si l'on écarte extrêmement peu 
le système de sa position d'équilibre, et qu'on imprime à 
chacun des points qui le composent de très-petites vitesses 
initiales , les déplacements de ces points resteront très-petits 
pendant toute la durée du mouvement, et ne dépasseront 
jamais certaines limites très-rapprochées de la position d'é- 
quilibre; au contraire, si la fonction y est minimum, l'é- 
quilibre est instable, c'est-à-dire que le système, une fois 
écarté de la position d'équilibre , tendra à s'en éloigner de 
plus en plus , quel que soit l'ébranlement initial. 

Nous allons démontrer ces deux théorèmes importants. 

La démon tration du premier est fondée sur le principe 
dés forces vives. Elle suppose, par conséquent, que les 
équations de liaisons L = o , M = o , N = o ne renferment 
pas le temps t. 

Nous avons déjà désigné par a , j3, y, ... les valeurs des 
variables qui déterminent une position d'équilibre. Soient 
p^ q^ r,... les accroissements que prennent, au bout du 
temps ^, ces variables, par suite d'un déplacement très- 
petit imprimé au système 5 p, ^, r sont des fonctions in- 
connues du temps t , dont les valeurs initiales pQ , 90 5 ^0 
commencent par être très-petites. Désignons par Vq la vi- 
tesse initiale, pareillement très-petite, communiquée à la 
masse /r/5 chacune des coordonnées x, j^ z, o:',... est une 
fonction connue de a H-/?, j3 -j- <jf, y-hr, qui ne renferme 
pas le temps t. 

Cela posé, on* a , à l'origine du mouvement , 

2/wVJ r=:<p (a-hy^o, ? "F 7o, 7-H''o, • • .)-f-const.^ 
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et, a}x bout du temps f , 



d'où 






Maintenant, pour démobtrer la stabilité de l'équilibre 
dans le cas où ^ (a, j3, y, . . . ) est un maximum , on s'attache à 
faire voir que si les variables p, q^ r,... ne restaient pas 
toujours comprises entre des limites déterminées et très- 
petites, il arriverait un instant où la somme 2m.V' aurait 
une valeur négative, ce qui serait absurde. 

Ici , M. Lejeune-Dirichlet a notablement perfectionné la 
démonstration ordinaire (*). Celle-ci laissait à désirer, 
non sous le rapport de la rigueur, mais de la généralité , 
attendu qu'elle reposait sur la considération des termes du 
deuxième ordre, en /?, ^, r, que fournit la série de Taylor 
appliquée a la fonction (jp(a -h p, jS H- 9, 7 "^ '') î termes 
dont l'ensemble peut s'évanouir sans que le maximum cesse 
d'avoir lieu. 

Voici , sauf quelques modifications de forme , le procédé 
de M. Dirichlet. Posons 

il en résulte 

?{«-+- /?o, P + ^a, 7 -H- ''•»»•••) = ?(«> P>7v.O-+-^(/'o, <7o, '*»,••. )> 
et 

* 

> 

On a 

^Ko, O, G,. . .) = O, . 



(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées (1847)- 
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etpuisqueç(a,|3,y,. . .) est maximum, la fonction (|/(^, q^ ?•,. . .) 
devra être constamment négative , tant que les variables 
p^ q^ r,... auront des valeurs numériques inférieures à cer- 
taines limites positives p\ q\ r'. On peut supposer les va- 
leurs absolues de ^o, ^05 ^o^ plus petites que p\ q\ r\ et 
alors il est certain que, pendant un certain temps , les va- 
riables/?, ^, r seront aussi numériquement plus petites que 
ces limites. Je dis maintenant que cet état de choses se 
maintiendra pendant toute la durée du mouvement, c'est- 
à-dire que chacune de ces variables restera constamment 
inférieure à la limite qui lui correspond. 

En effet, soit A la plus petite valeur absolue que puisse 
prendre la fonction ^ (p^ (jr, r,. . . ) , lorsqu'on attribue divers 
systèmes de valeurs très-petites k p^ q^ r^..,^ tels que Tune, 
au moins, de ces variables soit égale en valeur absolue à s^ 
limite/?', q\ / (A n'est pas nulle) ; et supposons que l'écart 
initial satisfasse à la condition 

2/wv; — >K/?o,^o, /-o, . . .)<A, 

ce qui est toujours possible. 

Cela posé, si les variables p^ q^ f ne restaient pas con- 
stamment au-dessous de/?', </', r',... -, comme ce sont des 
fonctions continues du temps, il faudrait qu'à un certain 
instant une ou plusieurs de ces variables devinssent numé- 
riquement égales à leurs limites respectives, sans qu'au- 
cune des autres variables eût dépassé la sienne : à cet in- 
stant on aurait 

^(p, q,r,,. .)_ —A, 

et ajoutant cette inégalité à la précédente , 

2/72VJ 4->K/?, 9, ^-j. ••) — +(/'o»^yo» ''0, •• .)<o; 
par conséquent , 2 m V* aurait une valeur négative. 
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Ainsi , dans le cas où la fonction (f est un maximum , les 
variables p, ^, r ne pourront pas croître au delà de cer- 
taines limites déterminées et aussi petites que l'on voudra. 
Les vitesses des différents points du système seront égale- 
ment limitées, puisque 2mV* reste toujours inférieure, 
ou au plus égale à 

Passons au cas où la fonction (f est un minimum. 

Le mode de démonstration que nous venons d'exposer 
n'est pas propre à mettre en évidence l'instabilité de l'é- 
quilibre. 

Lagrange a résolu cette dernière partie de la question, 
dans la sixième section de la Mécanique analytique j où il 
étudie les oscillations très-petites d'un système de points 
matériels autour de leurs positions d'équilibre. Il y démon- 
tre incidemment l'instabilité, dans le cas où ]a fonction o 
est un minimum. 

Nous nous proposons de donner à cette démonstration 
une forme plus simple et propre à être admise dans l'ensei- 
gnement. En même temps nous signalerons un cas où l'a- 
nalyse de Lagrange est en défaut. 

Nous partirons de l'équation générale de la dynamique , 

et d'abord, il convient d'y remplacer or, j^ z, x\... par 
leurs valeurs en fonction des in — i variables indépen- 
dantes, tirées des i équations de condition L = o, M = o, 

N = o, Cbacime des coordonnées x^ y^ z^ a:',.- peut 

être considérée, ainsi qu'on l'a déjà dit, comme une fonc- 
tion de a-l-p, ^ -^ Ç^ 7-+-''v sans t] a, j3, y,... désignant 
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les valeurs des variables pour la position d'équilibre. Nous 
supposerons, pour abréger l'écriture, que ces variables 
soient au nombre de trois. 

Lorsqu'on substitue les valeurs de J?, J', ^5 x',. .. dans la 
somme 

l{Xdx-\-Ydx-hZdz), 

elle devient, par hypothèse, la différentielle exacte d'une 
fonction y(a-f-p5i3-|-^,7-f-r)-, par conséquent , la même 
substitution , effectuée dans le second membre de l'équa- 
tion (1) , où les rf sont changés en cî, donnera 

(2) l(XSx-^YSx'hZSz) = 8.^{a-hp, P -+- 9^, 7 H- r). 

Tant que p, y, r auront de très-petites valeurs , cette fonc- 
tion (f pourra être développée, par la formule de Taylor, 
en série très-convergente , ordonnée suivant les puissances 
et les produits de p^ q^ r. Comme y (a, (3, y) est un mini- 
mum, les termes de première dimension en p, 9, r seront 
nuls, et l'on aura 

Y (a -h;?, p-4- ^, 7-hr)i=:«p(a, p, 7) 
-h — (A/>*H-B^'-f-Cr2-h2D/?çr-|-2E/7rH-2F^r) -f- e, 

en posant, pour abréger, 



dad^ ' doid-^ ' ^g^7 

e désigne Pensemble des termes d'ordre supérieur au se- 
cond, qu'il est inutile de développer. Nous supposons que 
le minimum de la fonction puisse être constaté par la con- 
sidération des seuls termes du deuxième ordre -, en sorte 
que le polynôme ( Ap' -h B^* -h ... -f- 2 F^r) conserve con- 
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stamment le signe -f-, quels que soient les signes et les 
grandeurs de p, 9, r. 

En prenant la variation de la fonction f , et omettant les 
termes provenant de e , lesquels contiendraient les carrés et 
les produits des variables p, ^, r, supposées très-petites, on 
aura simplement 

-H {Dp -h B^ -+- Fr) ^7 -h (E/7 -h Fç -h Cr) §r. 

Si l'on compare entre eux les groupes de termes qui mul- 
tiplient dp, âq^ Jrdans le second membre de cette égalité^ 
on remarquera que les coefficients des variables qui entrent 
dans un groupe se répètent tous une fois dans les autres 
groupes, à l'exception du coefficient de la variable soumise 
au signe â dans ce même groupe, lequel ne se répète pas. 
Par exemple , les coefficients D et E du premier groupe qui 
est affecté de cJp, se retrouvent une fois dans les autres 
groupes, savoir, D dans le deuxième groupe et E dans le 
troisième, et, de plus, ils multiplient précisément la va- 
riable p dans ces groupes \ mais le coefficient A n'est pas 
répété. Cette remarque, qui nous sera utile plus loin, sub- 
siste évidemment quel que soit le nombre des variables in- 
dépendantes. 

Considérons actuellement le premier membre de l'équa- 
tion (2). On a, pour chaque coordonnée, un développe- 
ment en série de la forme 

f = b '-{- bt p -h bi c/ -\- bi r -\- vi , 
x'= a' + a\q+a[ q + a'^ r-\- Ç', 



(^, )9, 9, Ç',... désignent Fensemblc des termes du deuxième 
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ordre et des ordres supérieurs. Les coefficients a, ûj, aj,..., 
i, i^i,.'- etc., sont des constantes données. 

On en déduira les valeurs de -— -> -rr» -t-j et aussi 

di^ at* dt^ 

celles de àx^ ^y^ ^^\ et l'on négligera les termes qui pro- 
viendront des restes ^, y?, 0,..., parce que, dans les pro- 

d^ X d^Y 

duits -y-|p Sx^ -^ ^J"v "1 ees termes introduiraient les car- 
rés et les produits de p, ^, r et de leurs dérivées , que nous 
sommes convenus de négliger. On aura ainsi 

^ \dt' dt"" -^ dt^ I \ dt^ dO df" ) *^ 

-^y^ :dF^^ -dF'^^.^^r^V' ^ ^^ ^) ' 

en posant 

Il y a, sur la composition des groupes qui multiplient âp^ 
3q^ âr^ dans le second membre de l'équation ci -dessus, 
une remarque analogue à celle que nous avons faite plus 
haut. Chaque coefficient sp trouve répété deux fois, à l'ex- 
ception du coefficient de la dérivée de la variable soumise 
au signe â dans le groupe que Ton considère. Ainsi , par 
exemple, les coefficients D' et E' du premier groupe en âp 
se retrouvent, l'un dans le deuxième groupe, l'autre dans 
le troisième, et ils y multiplient précisément les dérivées 
de la variable p. Ce fait est général , et a lieu quel que soit 
le nombre des variables indépendantes. 

Les deux membres de l'équation (2) étant ainsi transfor- 



l8 PREMIEBE PARTIE. 

mes , on devra égaler respectivement les coeflScients de cha- 
cune des variations indépendantes dp^dq^àr^ que ces deux 
membres renferment. Il en résultera des équations linéai- 
res à coefficients constants, en même nombre que les va- 
riables indépendantes p, q^ r, et propres à déterminer, par 
approximation, ces variables en fonction du temps, du 
. moins tant qu'elles resteront très-petites. 

Ces équations sont ici au nombre de trois j savoir : 

,,d^p .d'^q ^,d^r _ 

A'— ^H-D'-yf -4-E'-— -- A/; — D7 — Er== o, 
dr dt"^ dt^ ^ ' ' 

d^ V d^ a d^ r 

(3) ^D'^+B'-f + F' — -D/.-B^-Fr=o, 

E'Ç£-f-F'^ + C'^-E/,-FV-Cr=o. 

dt* dt^ dt' ^ . ' 

En rapprochant les deux remarques que nous avons faites 
ci-dessus, on peut dire que tout coefficient de Tune de ces 
équations se retrouve dans l'une des autres , à l'exception 
•des deux coefficients relatifs à la variable p dans la pre- 
mière équation, à la variable q dans la deuxième , à la va- 
riable r dans la troisième , lesquels ne sont pas répétés. De 
plus , les coefficients relatifs à une variable , et susceptibles 
de répétition , dans l'une des équations (par exemple D et 
Dedans la première) , deviennent, dans ruile- des autres 
équations , coefficients relatifs à la variable pour laquelle 
il n'y avait pas répétition dans l'équation d'où l'on est 
parti. 

Nous allons maintenant démontrer que, dans le cas où 
la fonction <p est un minimum , les valeurs de p , </ , r, qui 
vérifient ces équations , ne sauraient demeurer toujours très- 
petites, quelle qu'ait été leur petitesse dans l'origine. Il en 
faudra conclure que l'hypothèse d'un mouvement oscilla- 
toire dans lequel les points du système resteraient toujours 
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très-voisins de leurs positions d'équilibre , est inadmissible, 
et, par conséquent , que Téquilibre est instable. 

On sait qu^on satisfait aux équations (3 ) par des valeurs 
de la forme 

^ = ^HsiD(rv^— a), ^ = X^'Hsln(^V^p — a), 

H et A étant des constantes arbitraires -, et Ton a , pour dé-^ 

y k" 
terminer p et les rapports -j-t —î les trois équations 

|fî( A'X- -+- D'^ -h E'r ) -f- (AX- -+- D/' -f- Er ) = o, 
P (D'^ -h Wk' + F' k") -4- \ùk -h B X' -h F/-") = o, 
p(E'it -+- Y'k' -h cr ) -f. (Eit -h F A-' -+- cr ) = o. 

De deux d'çntre elles , on déduira les valeurs des rapports 

k' k" 

T^ T ^ sous forme de fractions rationnelles contenant la 

deuxième puissance de p , et la substitution de ces valeurs 
dans la troisième équation fournira une équation en p du 
troisième degré. En général , cette équation en p sera d'un 
degré marqué par le nombre des variables qui servent à dé- 
terminer la position du système. A chacune des racines de 
cette équation correspondra un système de valeurs des rap- 

k' k'* . 
ports -T- > -7-5 on pourra prendre , pour la symétrie , k égal 

au dénominateur commun de ces rapports. De cette ma- 
nière , on aura trois systèmes de valeurs particulières pour 
^ , ^ , /*, et il ne restera qu^à en faire la somme (en affectant 
dans chaque système les constantes arbitraires H et h d'un 
caractère différent) pour avoir les intégrales générales des 
équations (3). Quant aux six constantes arbitraires, on les 

déterminera au moyen des valeurs données de p , y , r, —, 
dg dr i • ^ ^ < 

~i -T pour f = o ^ comme ces dernières sont supposées tres- 

2. 
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petites , il est visible que les valeurs de H le seront aussi ] 
et, par suite , les valeurs de /> , y, r seront très-petites , du 
moins au commencement du mouvement , ainsi que cela 
devait être. 

Or, sans prendre la peine de composer Féquation en p , on 
peut s'assurer aisément qu'elle n'aura pas de racines réelles 
et positwes ; et cela suffira pour prouver l'instabilité de l'é- 
quilibre. Car alors les valeurs de V^p étant toutes imagi- 
naires, les sinus qui entrent dans les expressions de p, q^ r 
se transformeront tous en exponentielles réelles, et, par 
suite, les valeurs générales dep, ^, r se composeront de 
termes de la forme 

où nous désignons par co l'une des valeurs de v^ — p, et par R 
et S des constantes qui dépendent du déplacement initial 
du système. Si R n'est pas nul, le terme ci-dessus finira 
par croître indéfiniment avec t. Ainsi , à moins qu'on ne 
suppose le cas tout à fait exceptionnel d'un déplacement 
initial , présentant cette circonstance singulière que tous les 
coefficients, tels que R, des termes à exposants positifs, 
soient nuls, on sera certain que les valeurs des variables p, 
<y, r cesseront d'être très-petites au bout d'un certain temps. 
Le système tendra donc toujours à s'éloigner davantage de 
sa position d'équilibre , quel que soit l'ébranlement initial ; 
sauf toutefois le cas unique que nous venons de signaler, et 
où l'analyse précédente ne permet pas d'affirmer qu'il y ait 
instabilité. 

La question est ramenée à prouver que l'équation en p 
n'a pas de racines réelles et positives -, à cet effet , nous al- 
lons mettre les équations (4) sous une autre forme : dési- 
gnons par T ce 'que devient la demi-somme des forces vives 
des points du système , c'est-à-dire la fonction 

i 2d^ \dF '^ dt'' ^ dT' 
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djc d.Y flz 

quand on y remplace -,- > — ^î 3- par les 'valeurs suivantes : 

^ dt dt dt *■ ' 

d.ic 

-j- = a, / -I- a. k' -j- «3 k" , 
dt ' 

"^^zzzb.k+b.k'^b.k", 

dz 

— =:cj- -hc,k' -hc^k"; 

nous aurons 

T = K A'^» 4-B'X-'=^ 4-C'r»-+- aD'^/t' -h 2E'Xr + nF'k'k"), 

Soit encore V ce que devient le polynôme du deuxième or- 
dre de la fonction des forces , c'est-à-dire { ( A^*-f- By*-f-. . .), 
quand on y remplace p, ^, r respectivement par k^ k\ k"j 
en sorte que 

Il suit des remarques que nous avons faites sur la com- 
position des équations (4)5 que les coefficients de p dans ces 
équations ne sont autres que les dérivées partielles de T re- 
latives à A, A', f , et que les groupes indépendants de p ne 
sont autres que les dérivées partielles de V relatives aux 
mêmes quantités. Les équations (4) peuvent donc s'écrire 
ainsi: 



dT 

P dk 


d\ 
^dk 


= 0, 


dT 
^dk' 


dV 

-^dk' 


= 0, 


dT 
^ dk" 


dy 

'^ dk" 


— G, 



et si on les ajoute , après les avoir multipliées respective- 
ment par /r, k\ A'',..., on aura, vu que T et V sont des 
fonctions homogènes du deuxième degré , 

V 

pT-|-V = o, d'où p=— -. 
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Cette formule renferme la démonstration de la proposition 
énoncée. En effet , remarquons que les valeurs réelles de p 
doivent correspondre à des valeurs réelles de k^k\ k" \ et 
qu'en supposant /c, ft', h" réelles , les fonctions T et V sont 
essentiellement positives, savoir: la fonction T, par sa dé- 
finition même, puisqu'elle provient d'une somme de carrés 
de quantités réelles, et la fonction V parce que (p(a,j3, y) 
est un minimum. Donc les valeurs réelles de p sont néga- 
tives. 

Il nous a suffi , pour établir l'instabilité de Téquilibre , 
de démontrer que l'équation finale en p ne saurait admettre 
de racines réelles positives. 

M. Sturm a soumis les racines de cette équation à une 
discussion approfondie. Après avoir établi que toutes ces 
racines sont réelles et inégales (ce qu'avait déjà fait La- 
place, d'une manière moins simple, dans un chapitre de la 
Mécanique céleste) , M. Sturm a fourni le moyen de les 
séparer, et a fait connaître plusieurs propriétés remarqua- 
bles qu'elles possèdent. Un extrait seulement de ce Mé- 
moire important a été inséré dans le Bulletin de Férussac 
(octobre 1829). 
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CHAPITRE m. 

INTÉGRATION D*UN SYSTÈME d'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU PREMIER ORDRE, d' APRÈS M. JACOBI. APPLICATION 

Aux ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT d'uN POINT 
MATÉRIEL. 



1 . On propose d'intégrer un système d'équations diffé- 
rentielles du premier ordre, de la forme suivante : 

^^^ dë~~dP' 'dt'~ d^' dt^dy' dt~~ ûTr'"*' 

V étant une fonction connue des variables x, x\y^y\ qui 
ne renferme pas la variable t explicitement. Il suffira, pour 
l'exposition de la méthode, de considérer le cas de quatre 
équations différentielles. x 

On sait que les intégrales renfermeront quatre constantes 
arbitraires a, jS, a\ jS'-, en sorte que, si on les suppose 
résolues par rapport aux constantes, elles prendront la 
forme 

?(^ ^. ^y r, /) = a, i(^ -r, x\ y, /) ~ p, 

^,(f, x^ x', y, y) = a', ^,{t, X, x', j, f) = p'. 

De plus, chacune des fonctions (p, i|/,... satisfait identique- 
ment à l'équation aux différences partielles, 

d(^ d(f d\ dff dY d(f dV d<f ^V __ 
iU dx dx* dx' dx dy dy dy' dy 

Et réciproquement, si une fonction (^{t^ x^ x\ y^y')^ 
dans laquelle t^x^ x' ^y^y' sont considérées comme des 
lettres indépendantes , est telle ,* qu'elle satisfasse identique- 
ment à l'équation (2), on aura une intégrale des équa- 
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tions ^i), en posant (p(f, x, oc'^ y^y') = cc^ oà ce désigne 
une constante arbitraire, et jc, a:', y, /'des fonctions de la 
variable indépendante f , qui satisfont aux mêmes équa- 
tions différentielles. 

Cela posé , si l'on prend pour (f la fonction V, il est visi- 
ble que l'équation ( a ) sera identiquement satisfaite ; car V 

ne contenant pas f , le terme — est nul , et il reste Tidentité 

dY dV d\ dY dYdV dV dV _ 
dx dx' da/ dx dy dy' dy dy 

Donc V = a est une intégrale première des équations (i)^ 
et cela , quelle que soit la fonction V, pourvu que t n'y 
entre pas. 

Supposons maintenant que le problème , qui a conduit à 
des équations différentielles de la forme (i), soit de telle 
nature , qu'on sache trouver une seconde intégrale 

la fonction F ne contenant pas la variable t. 

C'est ce qui a lieu , par exemple , dans la dynamique , 
lorsqu'on étudie le mouvement d^un point attiré vers un 
centre fixe^ : le principe des aires fournit cette seconde inté- 
grale. Nous développerons plus loin cette application. 

Le théorème de M. Jacobi consiste en ce que , la seconde 
intégrale une fois connue j on pourra toujours déterminer^ 
à l'aide d'une simple quadrature , les deux autres inté- 
grales qui complètent la résolution du problème. 

En effet , concevons qu'on ait tiré des deux intégrales 
V = a , F = iS, les valeurs de x' Gly' en fonction de a:, j^, 
a et j3 , et qu'on les ait substituées dans la première et la 

<iV d\ 
troisième équation du système (i)-, les fonctioift —,'> —, 

ne contiendront plus , après cette substitution ^que les va- 



forme, par (gj, (^>. 



W f=(S)' Î=P 
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riables x et j^, et nous les désignerons, sous cette nouvelle 

y 

La question sera ainsi ramenée 'à intégrer le système des 
équations 

; ■)• ■ 

et tout se réduit à trouver deux fonctions II det, x et j^, qui 
satisfassent à Féquation aux différences partielles 

dn dn/dy\ dn/d\\ 
(^) -di^-d^\d^')^-d^\dy) = ''' 

A cet eifet, nous allons démontrer que x' et j^', étant 

considérées comme des fonctions de x^y^ a , jS, déduites des 

deux premières intégrales, x'dx^y'dy est la diiïéren- 

tielle exacte d'une fonction de a:, j-, a et j3. Il suffit, pour 

dx' dy 
cela , de prouver que ^ = ^ — 

Or, si Ton différentie, par rapport à o:, les équations 
y = oi^ F==j3, en y regardant o:', y' comme fonctions des 
variables indépendantes x et /, il viendra 

d\ dy dx' dy dy 



dx ' dx' dx 


'^ dy dx '-''^ 


dF dF dx' 
dx dx' jdx 


dF dy 

dy dx 



-i,,. . dsd 

Eliminant -p- ? on en tire 
dx 



dF dy _dF^dy 
dy dx dx' dx' dx 
d^^ dF dy dF dy 



dx' dy dy dx' 
En changeant x enj^ x' eny' et vice versa, ou a 

dF dy __dF dy_ 
dx' dy dy dy djr 
17^ dF dy dF d\' 

dy d^'^^d^' dy' 
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Les dénominateurs sont égaux et de signes contraires : 
il reste à faire voir que la somme des numérateurs est nulle, 
ou que 

dY_dW dY d\ dF dV _^d¥ dV _ 
. dx da/ dx' dx dy dy* dy' dy 

« ■ 

Effectivement, cette équation exprime que la fonction F 
satisfait à l'équation ( 2 ) , et c'est ce qui a lieu , puisque 
F =. j3 est une intégrale des équations ( 1 ) . 

On peut donc poser 

dx dy 

et la fonction sera connue par l'intégration directe de 
la différentielle x'dx -hy'dj^ réduite aux deux variables x 
et 7. 

Maintenant je dis que deux valeurs de la fonction II , 
propres à satisfaire à l'équation (4) j sont 

d& d& 

-rr et -ï ^' 

d^ doL 

En effet , puisque l'équation V — a = o deviendrait 
'identique par la substitution des valeurs de x' et y' en 
fonction de x, j^, a, /3, on pourrait, après la substitution, 
égaler à zéro sa différentielle par rapport à |3 , a étant con- 
sidérée comme constante 5 ou , ce qui revient au même , on 
peut diÔerentier d'abord l'équation, par rapport à (3 , en y 
regardant x' et y' comme des fonctions implicites de jS , et 
ne substituer leurs valeurs qu'après la différentiation. On 
a ainsi 

\dx') d^ ^ \dy) d^ 

Remplaçons dans cette identité x' par — ? y' par —9 et 
intervertissons l'ordre des différentiations: nous aurons en- 
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core identiquement 



Xdx'j 



cl , —— ^ d, • 



- — t- = o 



dx \ dy ) dy 

donc -jT- satisfait à Féquation (4), puisque d'ailleurs cette 

P 
fonction ne contient pas 1 5 par suite , 

(j3' désignant une constante arbitraire) , sera une troisième 
intégrale des équations (i). 

En différentiant l'équation V — a = o par rapport à a, 
on trouvera de même l'identité 

, de , de 

d. — — , ._,, d. — — 



dy\ ' doL /d\\ ' doL _ 

dx'l dx '^\dy) dy ~~^' 



Ce qui prouve que la fonction — 1 satisfait à Féqua- 
tion (4); donc la quatrième intégrale sera 

de 

aa. 

G. Q. F. D. 

A la rigueur, on aurait pu s'arrêter à la troisième inté- 
grale — - = j3', et regarder le problème d'intégration des 
P 

équations (i) comme résolu, puisqu'il était réduit aux 
quadratures : en effet , les trois premières intégrales four- 
nissant les valeurs des trois variables x\ y' ^ y en fonction 
de x 5 si l'on substituait ces valeurs dans Féquation 

dx _dy 
dt dx* ' 



on aurait 



J=/(x,a,p,P'), 
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d'où 






) 



Mais ce calcul est moins simple que le prétédeni , parce 
qu'il exige une quadrature de plus. 

Nota. Les équations V == a , F = jS , ne cesseraient pas 
d'être les intégrales des équations (i), si Ton introduisait 
dans celles-ci un facteur X fonction de t et de V, en sorte 
que les équations devinssent 

^_.dv dx' __^^ ciy ^y _^.d^ , ^r' _ ^v^ 

dt dx' ' dt dx^ dt û?y" Ht "^ ^ ' 

car d'abord le facteur X disparaîtra de l'équation (2), 
quand on y remplacera (f par V ou par F, et cela , quel que 
soit ce facteur^ fonction de V ou non , puis , si X est fonc- 
tion de t et de V, il deviendra , en vertu de V = a , une 
simple fonction de t qu'on pourra faire passer en divi- 
seur avec dt^ dans les équations différentielles; en posant 
Idt^zdr^ T sera une fonction de t connue par la quadra- 
luve fkdt'^ dx remplacera dt dans les calculs précédents,, 
et l'on trouvera pour quatrième intégrale 

d® , ' 

■:7- = T H- a'. 

2. Applications, — Nous ferons d'abord , en peu de mots, 
l'application de cette méthode d'intégration au problème du 
mouvement d'un point matériel sollicité par une force diri- 
gée vers un centre fixe et fonction de la distance. 

Ces équations sont 

d^x X d^y y 

en prenant le plan de la trajectoire pour plan des xy. le 
centre fixe pour origine, et désignant par r le rayon vec- 



dx dV 


dx' d\ 


dy d\ 


<r' 


dt '^ dx'' 


dt dx' 


dt ~ dy ' 


dt 



THÉOBIES GÉNÉRALES. 29 

leur du mobile, et par R la fonction de r qui représente 
la force. Soit 

dx dY 

^ = x', -^ = r', et V=/Rrfr + i(:c"+/'). 

Au lieu des deux équations du second ordre, on aura le 
système équivalent des quatre équations du premier ordre : 

dV 
dy 

Ainsi, le problème pourra être résolu par la méthode dé- 
veloppée plus haut. 
y == a , c'est-à-dire 

est une première intégrale. On y reconnaît Y équation des 
forces vi\^es. 

Le principe des aires fournit la deuxième équation 

Ces deux intégrales ne sont, relativement au problème de 
dynamique qui nous occupe, que des équations différen- 
tielles du premier ordre , ou , suivant l'expression de M . Ha- 
milton , des intégrales intermédiaires propres seulement à 
faire connaître les composantes de la vitesse du mobile, 
lorsque x et j^ seront déterminées en fonction du temps. 
Pour avoir les deux autres équations qui sont les véri- 
tables intégrales en quantités finies du problème, on tirera 
des deux premières les valeurs de x' et y' en fonction de 
X, y, a et (3 ; puis on formera la différentielle x' dx-{-y'dj. 
On trouve ainsi 

X — f— j 

En posant, pour abréger, 

± i y/2(U-f-a)r»— p' = ^^{r), JV.dr = — U, 
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conformément à la théorie , cette différentielle est immé- 
diatement intégrable et donne 

= p arc lang - -^ f^ [ '*) dr^ 

ou bien , en désignant par l'angle du rayon vecteur avec 
l'axe des a:. 

Il ne reste plus qu'à différentier la fonction successive- 
ment par rapport à j3 et a [(3 et a entrent dans ^ (r) ] , puis 
on posera 

</0 ^, d% , 

d^ ^ da 

La solution complète du problème est ainsi réduite à ne 
dépendre que d'une seule quadrature f^ (r) dr. 

Au lieu d'intégrer t|; (r) dr^ pour différentier ensuite l'in- 
tégrale par rapport à j3 et a , il sera , dans certains cas , 
préférable de différentier d'abord sous le signe f et de 
n'intégrer qu'après. Les deux intégrales se présenteront 
alors sous la forme suivante , 

e-p' = ±pr-— =^===:, 

V'-V^2(U-ha)r-^— p» 
, . r rdr 

Supposons, par exemple, que la force centrale soit en 
raison inverse du carré de la distance 

R=^, d'où U = ^, 
et l'on aura, par ces formules, 

r dr P'— f*'' 

— 6' -.— Ô 1 . / , r : =: arc cos / ■ =-? 

^ ^J rs/'iar' -h^^r^-p^ '' Vf** 4- 2 a p* 
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d'où Ton lire 

UL a(i — e^) 

r = ^ — ou r = ^ 9 

/ 2aB' I H- 6'cos(0— -B') 

en posant 

2aB' B-' ' ' 

a ex. e sont des constantes arbitraires qui remplacent a 
et j3. Cette équation détermine* la trajectoire, section co- 
nique dont le centre fixe est un foyer. Enfin, la position 
du mobile au bout du temps t est connue' par la dernière 
intégrale 



a 
vient 



Si l'on y remplace 2 a par — -9 et j3* par ^kn (1 — e*) , il 



^-h a'=: 




[a-ry 



Pour simplifier, on pose 






etr 



on a 



/rdr * 

mais l'expression de t en r, sous forme finie, n'étant pas 
d'un usage commode , on préfère introduire la variable u 
ou V anomalie excentrique, en posant 

r= a(i — ccos a),- 
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<ît rintégrale précédente se réduit à 

eii comptant le temps à partir de l'époque où a = o. 

Nous ne poursuivi ons pas plus loin la solution bien con- 
nue de ce problème. 

Revenons à la fonction , dont l'expression , dans le 
cas d'une force centrale quelconque , a été trouvée 

y C dr 

=: 8 arc tang — h I — , 

D'après la manière dont celte fonction a été calculée , on a 



dx 



X 



dx 
dt 



dQ , dy 

et — = Y z= —' 
dy ^ dt 



On peut donc remplacer dans l'équation des forces vives 

d% 
dx 



, d% , flf0 ^ „ .j . • 

X par -j^t y par -7—) et 1 on a identiquement 

'^ dy 



(5) 






Ainsi la fonction vérifie identiquement cette équation 
aux différences partielles du premier ordre. 

Réciproquement , si l'on trouve une fonction de a: et j'^, 
contenant deux constantes arbitraires a , /3, autres que celle 
qu'on peut y introduire par simple addition , et vérifiant 
identiquement l'équation (5), les intégrales complètes des 
équations différentielles 



d^x X d^y 

— — ir= — R — ? — ; — 

dt"" r dt"" 



-kI 



r 



seront 



de ^, d& 

a' et |3' étant deux nouvelles constantes arbitraires. 

Cette proposition remarquable, qui permet d'exprimer 
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les intégrales finies du mouvement par les dérivées partielles 
d'une seule fonction 0, satisfaisant à une équation aux dif- 
férences partielles du premier ordre, n'a pas seulement 
lieu dans le cas d'un point sollicité par une force dirigée 
vers un centre fixe 5 elle s'étend à tout système libre de 
points matériels , dans lequel la fonction des forces U ne 
contient pas le temps t explicitement. 

L'idée première de ce théorème est due à M. Hamilton 
[Transactions philosophiques, i834eti835). Mais ce sa- 
vant avait cru que la fonction devait être assujettie à 
satisfaire en même temps à deux équations aux différences 
partielles, tandis qu'u/ze seule équation suffit, ainsi que l'a 
fait voir M. Jacobi [Journal de Mathématiques AeM., Liou- 
ville, 1 838, page 60). 

Il ne sera pas inutile de rapporter ici la démonstration 
de M. Jacobi, en nous bornant, pour simplifier, au cas 
d'un seul point matériel , ce qui n'altérera en rien le fond 
de la démonstration. 

Continuons à désigner par U la fonction de x, j^ z sans 
Z, dont les dérivées partielles représentent les composantes 
de la force accélératrice appliquée au mobile; les équations 
différentielles du mouvement sont : 



(6) 



et le théorème à démontrer peut s'énoncei* ainsi : 

Soit une fonction de x^y^ z contenant trois con- 
stantes arbitraires a, j3, y (autres que celle qu'on peut tou- 
jours introduire dans cette fonction par simple addition) 
et vérifiant identiquement V équation aux différences par- 
tielles 

, . id%y id&y [dey ,,, , 

3 



d'x dV 


d^X dl] 


d-'z ^U 


df dx ' 


dO dy ' 


df dz ' 
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Les équations (6) auront pour intégrales complètes 



(8) 



dei , de ^, d® 



a', /3', y' étant trois noui^elles constantes arbitraires^ et 
les trois intégrales intermédiaires 



dx 
Tt 



d% dy d% dz e/Q 



dx 



dt dy dt dz 

feront connaîtra les composantes de la vitesse suii^ant les 
axes des coordonnées. 

Démonstration. — Si nous différentions les équations (8) 
par rapport à {, les constantes a', j3', y^ disparaissent, et il 
vient 

d^e dy 



d'S dx 
doidjc dt 

d^e dx 



d^dx dt 
d^& dx 



dady dt 

« 

ûf'e dy 

d^dy dt 
d^® dy 



d^^e dz _ 
dadz. dt "" ' 

d*® dz ^ 
d^dz dt ~ ^* 

• 

d"^® dz 

-r- = G. 



d'^dx dt d'^dy dt dydz dt 

dv dy dz 

Ces équations déterminent les valeurs de — > — ? — • 



O] 



si on les compare aux trois identités qu'on déduit de Fé- 
quation (7), en la différentiant partiellement par rapport à 
a, j3, y, savoir, 



d""® d® 



dadx dx dcndy dy 

d^® d® d^® d® 

1 

d^dx dx dpdy dy 
d^® d® d^® d® 



d*® d® d^® d® 

f ; 

doL dz dz 
rf'0 d® 



d^dz dz 

d^® d® 
dy dx dx ' dy dy dy ' dy dz dz 



= O, 



= o, 



dx dv 
on reconnaît immédiatement que les valeurs de — > — r 



dz 



— 5 tirées du premier système, sont respectivement les^ 



dt 
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mêmes que celles de — 5 ~J"^ 'i~^ tirées du second système. 



Donc on a déjà 






dx d% 
dt dx^ 


dx _de 

dt'^dy' 


dz de 
dt^ dz 



Différentîant de nouveau ces dernières eicpressionç , par 
rapport à t, il vient 

d'^x ^»0 d% d^e de d^B de 

dt^ dx^ dx dxdy dy dxdz dz 

d'^y d^e de d'^e de . d'^e de 



dt^ dxdy dx dy^ dy dydz dz 

d^z^d^e de d^e de d'^e de 

dt^ dxdz dx dydz dy dz^ dz 

Or les seconds membres sont précisément les dérivées par- 
tielles de la fonction U, qu'on tirerait de l'équation (7); 
donc on a 

d-'x _d\l dy_^dV dH _^d\J 
'dt^'~dx^ 'dF'^dy'^ 'dF'^'dl' 

Les équations (6) sont donc satisfaites par les valeurs 
de X, j^, ^ , en fonction du temps , tirées des équations (8) ; 
ce qu'il fallait démontrer. 

Nota. Puisque la fonction des forces U ne renferme pas t 
explicitement, le principe des forces vives a lieu, c'est-à- 
dire que 

(!)■- (S) ='<"-'). 

c étant une constante , ou bien , d'après ce qui précède , 



dx 
dt 



u résulte de là que la constante a de l'équation (7) 
n'est autre que la constante c qui entre dans l'équation des 
forces vives. 

3. 
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Nous avons supposé , dans tout ce qui précède , que la 
fonction des forces U ne renfermait pas le temps ^ si le con- 
traire avait lieu , comme , par exemple , dans le cas d'un 
point attiré par des centres mobiles , la fonction ne serait 
plus indépendante du temps, elle serait remplacée par une 
fonction S, vérifiant identiquement l'équation aux dijQfé- 
rences partielles 



IdSV.fdS 



y /dsy ds 



\dx / \dy 

On démontrerait, par des calculs semblables aux précé- 
dents, que les trois intégrales complètes du mouvement 
seraient 

d^'^''' d^-^^' dy-'^' 

et Ton aurait toujours les intégrales intermédiaires 

dx dS dy dS dz dS 
dt dx dt df dt dz 

Ce cas doit comprendre celui que nous avons traité plus 
haut ; et 5 en effet , lorsque U est indépendante de f , le prin- 
cipe des forces vives , combiné avec les intégrales intermé- 
diaires , donne 



. \d^) 


^\dx)' 


on en conclut 


dS 

dt 


et si l'on pose 





OL 



©=S-+-a^, 



sera une fonction de (x , )^, z , a , /3 , y,) sans f , vérifiant 

£S 

do: 



l'équation (7). La première des intégrales ci-dessus — = «'y 
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deviendra 

fie 

«a 

les autres seront composées en comme en S. On retrou- 
vera aiim les intégrales (8). 

La première partie de ce travail a été rédigée d'après une 
Leçon de M. Liouville au Collège de France. 

Le lecteur, curieux d'approfondir celte importante théo- 
rie et de connaître les applications dont elle est susceptible , 
pourra consulter le Mémoire, déjà cité, de M. Jacobi, 
et le second Mémoire de M. Liouville, sur quelques cas 
particuliers où les équations du mouvement d'un point 
matériel peus^ent s'intégrer (Journal de Mathématiques * 
page 4105 1847). 
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CHAPITRE IV. 

DÉVELOPPEMENTS SUR LE CALCUL DES VARIATIONS, 



1 . Sur la recherche des maxima ou minima de Vinté^ 

grale 1 Vrfx, dans le cas où les deux fonctions incon- 

nues y et z que V renforme, sont assujetties à satisfaire à 
une équation différentielle 

(i) F(a:,r, /»/'>• '-9 «>*'> z\...)=zo. 

Rappelons d'abord la méthode que Ton suit , lorsque Vé- 
quation, à laquelle les fonctions y el z doivent satisfaire y 
est une équation jfi/i/e 

F(^,j, 3) = o; 

c est-à-dire , lorsque la ligne qui doit jouir de la propriété 
du maximum ou du minimum , est assujettie à être située 
sur la surface représentée par cette équation. On en con- 
clut, entre les variations âx^ dy^ âz^ la relation 

d*où Ton peut tirer âz en fonction de âx et ây^ et substituer 

sous le signe/ dans l'expression 1 â(Ydx)^ qui ne ren- 

fermera plus alors que les . deux variations indépendantes 
dx^ ây] mais comme la quantité sous le signe/ qui doit 
être égalée à zéro est de la forme Aw -H A'co', il est préfé- 
rable de remplacer dans l'équation (A), dy elâz par leurs 
valeurs 
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et, en ayant égard à l'équation 

dF=zo, 



ou 



dY dF^ , dF \_ 
dx dy dz * 



l'équation (A) se réduit à 



dF. dF , 

~r~ w H r- W == o. 

djr dz 

t 
Tirant de là le rapport—, et le substituant dans l'équa- 
tion 

Aw -h A'w' = o, 
il vient 

^F dF 

A -1 A -7- = o, 

dz djr 

En posant 

on a 

dx dx' ^ dx dx^ . ' 

à Téquation précédente il faut associer 

Ces deux équations déterminent j^ et z en fonction de x. 
Cette méthode doit être modifiée, lorsque l'équation qui 

a lieu entre y çx z n'est pas fiiiie, mais diflérentielle, telle 

que l'équation (i). Voici le procédé général à suivre. 
Puisque l'équation (1) doit être satisfaite par les valeurs 

de x, y^ z qui répondent à tous les éléments de l'intégrale 



r 



V^&, on aura, pour chacun de ces éléments, 



(2) ^F = o. 

Il en résulte entre les variations (îx, ày^ àz^ de ces divers 
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éléments , une infinité d'équations de condition , qu'il faut 
associer à 



(3) 



i 'S{\(lx) =o. 



Pour employer la méthode des multiplicateurs , concevons 
chacune des équations (2) multipliées par un coefficient in- 
déterminé, variant de l'une à l'autre, et qu'on peut repré- 
senter par une fonction {Idx) de jc; ajoutons la somme de 
ces produits 



r 






à Téquation (3), ce qui donnera 

(4) j '$(\dx)-+-U¥dj:=zo; 

puis, considérant toutes les variations comme indépen- 
dantes, nous égalerons à zéro tous leurs coefficients. 

A cet effet, il faut développer l'équation (4). En effec- 
tuant la différentiation indiquée par à dans le terme VJx, 
et intégrant par parties, on a d'abord 

(5) \y^3c\ '+ r ' dx^y — dy^x-^\^Ydxz=iQ, 

X^ •'■^0 

Le binôme dxàV — dVdx prend, comme on sait, la forme 
suivante : 

dx dx^ dx ax^ 

Soit • 

dY^^mdx-^-ndy-irpdy' -k-qdy" -\- . , • -\-n' dz-\-p' dz! -k- q* dz -\' .... 

On aura 

, , dt^' .d'tù' 
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Le coeflScient de âx est nul , en vertu de l'équation 

r/F=o; 
il reste donc 




-_ €/w d^bi , , , dîù' .d'util! 

L'équation (5) devient 

(N-f-)/i)a)-f-(P-4-V)^-+-(Q-i-^'7);^-+-- 



do>' ... . ..d 






\dx=io. 



[K^',n'y^{v^\p')~M(^^\<,') — 



djc ^ dx^ 



Conformément à la théorie des variations, on intègre par 
parties pour faire disparaître, sous le signe f^ les indices de 
différentiation auxquels sont soumises les fonctions arbi- 
traires 0) , w'^ et Ton trouve • 

en posant 

B'= (N'+ W) - iii^^tvi) ^ îlliQjtii:) _ . . . . 

dx dx^ 

Actuellement on égalera à zéro les coefficients de toutes les 
variations , ce qui donnera , pour un point quelconque de la 
ligne représentée par les équations cherchées , 

(6) B=:o, B'==o, 
et pour les points limites , 

(7) (n)^, — (u),o=o. 
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Entre les équations (6) on éliminera Findéterminée X; et 
l'équation résultante, combinée avec Téquation (i), four- 
nira la solution du problème. L'équation aux limites (7) 
servira à déterminer les constantes arbitraires introduites 
par l'intégration. 

Il est aisé de s'assurer que cette méthode , appliquée au 
cas où l'équation qui lie y et z est une équation finie , 

F (^,7, «) = o, 

conduira à l'équation déj,à trouvée. En effet, il faut faire, 
dans les résultats précédents , 



p =Oy 7 = 0, 



> 



^' =: O, q'=. O. . 



Alors les équations (6) se réduisent à 

^ dP d'Q ' ^ dF 

N — h -7-7- — • • • + ^« = 0, ou A-h\-r- = o, 

cix dx' • dy 

, r/P' ^'0' , , f/F 

N' , 1 --^ . . .-f->«'=:0, OU A'h-à— - = o. 

dx dx^ dz 

Ici l'indéterminée X n'est soumise à aucun indice de diffé- 
rentiation, en sorte que l'élimination se fait immédiate- 
ment , et fournit l'équation 

à — -A'— = • 

dz dy 

Quant à l'équation aux limites , elle est indépendante de i. 

2. Nous allons appliquer la méthode des variations à 
la recherche de certaines relations générales qui existent 
entre les coefficients /?, ^7, r, d'une expression différentielle 
pdx -h qdj -f- rdz^ assujettie à diverses conditions, et dans 
laquelle a:, y^ z sont des fonctions indéterminées d'une va- 
riable indépendante t. Ces relations se présentent dans plu- 
sieurs théories importantes de la dynamique, telles que le 
principe des forces vives et celui de la moindre action. 
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Proposons-nous d'abord de déterminer quelles conditions 
dowent remplir les fonctions p^ q^ r des "variables x^ y ^ z 
pour que V intégrale définie 



f 



(pda: -\- qdy -H rdz ) 



consente une valeur constante^ quelles que soient les fonc- 
tions de t quex ^j et z représentent. 

(Les fonctions je et z sont seulement assujetties à prendre 
des valeurs fixes ( jo » ^o)î (j'm -^i) pour les limites oTo ? -^i- ) 

D'après l'énoncé, on doit avoir 

^ [^pdx -f- qdy -h rdz ) == o. 

On développera cette condition par la méthode des varia- 
tions 5 et, pour abréger, on pourra ne pas attribuer de va- 
riations à x^ attendu que les limites de l'intégrale sont fixes. 
Il vient 

'" ( -hqdSy-^rddz ] 

en désignant, comme à l'ordinaire, par y^ et z^ les déri- 

, dy dz 
vees -p-9 3-- 
dx dx 

On intègre par parties les deux derniers termes affectés 

de la double caractéristique dd^ 

Substituant dans la première équation, et omettant le» 
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termes dégagés du signe/, qui sont nuls aux deux limites, 
il vient 

II faut maintenant égaler a zéro, séparément, les groupes 
de termes multipliés par âj eldz : 

djr dx \dy dz j 

du dr I dq dr\ , • 

JL h ( — ^ ly = o; 

dz dx \dz dy J 

et comme ces deux équations doivent subsister, quelles que 
soient y' et z\ on en conclut 

dp dq dq dr dr dp 

dy dx dz dy dx dz 

Ces équations expriment que la quantité pdx -f- qdy -j- rdz 
doit être une différentielle exacte relativement aux trois 
variables x ^y^ -z, considérées comme indépendantes. 

Telles sont les conditions cherchées. Nous n'avons con- 
sidéré que trois variables; mais il est évident que pour 
tout autre nombre on arriverait , à l'aide des mêmes cal- 
culs , à la même conclusion. 

• Réciproquement y si Ton a 

pdx -f- qdy -J- rdz = d.(f {xy y, z)y 

et qu'on imagine deux relations arbitraires entre j^, z et x^ 
telles que pour x = Xq on ait 

et pour X = Xi^ 

7 = ri» 2 = 2., 

l'intégrale définie 



•/x-. 



( pdx -H qdy + rdz ) 
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conservera une valeur constante, quelles que soient les 
fonctions de x quej^ et z représentent. 

En effet , puisque l'on a , en considérant les variables x , 
Y^ z comme indépendantes , 

J[ pdx 4- qdy -h rdz) = <p (x, j, z) -+- const. , 

celte équation subsistera encore , lorsqu'on établira entre 
ces variables telles liaisons qu'on voudra. Si donc l'on con- 
çoit que y eXz soient des fonction^ de x qui , pour x = .Tq , 
prennent les valeurs j^o 5 ^o ^ et pour x = Xi, les valeurs ri , 
z, ; on aura 



/' 

•^^0 



(/?fi^-|- ^^/J -h rrfz) = cp (07, , J, , C.) ~ y ( J7„, j„, 2„) , 



résultat constant , quelles que soient les fonctions de x qu'on 
choisira pour y et z. 

C'est ainsi qu'en mécanique , lorsqu'il existe une fonction 
des forces , c'est-à-dire quand on a 

l'accroissement de la somme des forces vives de tous les 
points du système passant d'une position à une autre , est 
représenté par 

2/wvî — i/wv; = 2[<ï)(^,,r,, 2i>.--) — ?(-^»'» J«> 2o,...)]j 

et cet accroissement ne dépend que des coordonnées des 
mobiles à ces deux limites , et nullement des courbes qu'ils 
ont pu décrire pour passer de la première position à la 
seconde. Mais il résulte de ce qui précède , que l'accrois- 
sement de force vive dépendra, au contraire, des chemins 
parcourus dans l'intervalle des deux positions, toutes les fois 
qu'il n'existera pas Ae fonction des forces. 

3. On suppose que la différentielle d'une fonction T 
de la variable indépendante t soit 

dT = pdx -f- qdf -t- rdz y 
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oUx^ y^ z sont des fonctions quelconques de t, etp^ q^ r 
des fonctions de x^y^ z^ pouvant contenir t\ et Von pro- 
pose de déterminer quelles conditions p^ q^ r doivent rem- 
plir, pour qu en attribuant à x^y^ z des variations arbi-, 
traires àx^ ây, dz^ l'expression correspondante de ÔT se 
déduise de dT par le simple changement des d en d^ çn 
sorte que l'on ait 

ST = p$a: -\- qdjr -{-zSz. 

* 

Puisque T == fpdx + qdy -+- rdz , 

on aura 

ST=f^{pdjc -h qdy + rdz) 
= J^P'dx -\- $q.dy '\- Sr.dz-^-pSdx-^ qSdy-\- rSdz, 

et intégrant par parties les termes où les caractéristiques rf, 
â sont superposées , 

^T =. p§x '-\- q^y -\- rSz 
-'f{Sxdp — dx§p) ^{§ydq —dxSq) -h{Szdr -^ dzdr). 

Remplaçons sous le signe /, dp^ dp^ dq, dq^ dr^ âr par 
leurs valeurs, savoir, 

dp = -^dt -h -f-dx -{- -^dy -h -^ dz, 
at dx dy dz 



(on ne doit pas faire varier t dans le calcul de cJ/?) , 
il vient 

.T=,„H.,,r+.».-/[|..+(|-|)**(|-^)*]. 



ac 
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Diaprés Ténoiicé, la quantité soumise au signe y*, doit être 
nulle ^ et comme âx^ dj^ àz sont des variations arbitraires , 
on aura les trois équations , 

dp d^\djr I dp dr\ dz dp 

dy dxjdt \dz dx) dt^ ' dt^ 



dq dp\ dx 
dx dyj dt 



I dq dr\dz dq 

\dz dx) dt~ dt^ 

(dr dp\dx Idr dq\djr dr 
dx dz ) dt \dx dz ) dt dt 

fijr //y d'' 
Mais le dénominateur commun des valeurs de -;-) —-^ — 

dt dt dt 

qu'on tirerait de ces équations étant nul, il faut, pour 

qu'elles ne soient pas impossibles , que les seconds membres 

soient nuls aussi. On aura donc 

dp dq dr 

f=**' * = **' Â="' 

ce qui prouve déjà que les fonctions p^ q^ r ne doivent pas 
contenir t. Cela posé , l'une des trois équations précédentes 
sera une conséquence des deux autres; mais, comme celles- 
ci doivent subsister indépendamment de toute valeur par- 
ticulière attribuée aux rapports -^j —9 on devra égaler 

séparément a zéro les coefficients des diiFérentielles dx^ dy^ 
dz , ce qui fournira les trois équations 

dp dq dq dr dr dp 

dy dx dz dy dx dz 

Ce sont , comme dans la question précédente , les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que pdx -+■ qdj -H rdz soit 
une différentielle exacte par rapport àx^y^ z considérées 
comme ^variables indépendantes, 

4. Examinons maintenant si les conditions précédentes 



•. 
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subsisteraient dans l'iiypothèse où x, 7^, z seraient liées par 
une équation finie, 

z = F(.r, j). 

11 en résulte, entre les variations àx^ ây^ (îz, la relation 

où l'on désigne par P et Q les dérivées partielles — » — • 

Dans ce cas , on ne devra plus égaler à zéro , sous le signe 
y, les coefficients des trois variations $x^ ây^ âz^ puis- 
qu'elles ne sont plus indépendantes 5 mais si Ton commence 
par y remplacer Tune d'elles, âz^ par sa valeur 

la quantité sous le signe J" prendra la forme 

( A 4- CP) 5.r + (B -h CQ) ^/, 

en désignant, pour abréger, par A , B, C les coefficients pri- 
mitifs de âx^ àj^ ô z. 

Pour que l'expression de cîT garde la forme 

on devra poser 

A-+-CP = o, B4-CQ = o. 

Ces deux équations rentrent l'une dans l'autre , eu égard k 

la relation 

dz=:Vda:-^Qdx, 

et Ton a ainsi l'unique condition 

(iy dx ' \ dy dz ) \dz dx ] 

On y satisfait en posant les équations (i) , c'est-à-dire que si 
pdx -^ qdy -f- rdz est une différentielle exacte par rapport 
aux trois variables x^ y^ z^ considérées comme indépen- 
dantes, l'expression de cîT se déduira de rfT en changeant 



f.) 4^-$^-H 
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les // en J; mais cette condition h* est plus nécessaire. L'é- 
quation (2) exprime seulement que la quantité 

pdx -4- qdjr H- rdz 

doit devenir une différentielle exacte après qu*OH en aura 
éliminé une variable à Vaide de V équation 

zz=:Y(x^jr). 

En effet , on a 

pdx + qdy -h r«/z = (;? -h rP) iZr -h (7 -f- rQ) r/r, 
<ii si l'on développe la condition 

d.,{p-hr^) ___ d(g^rq) 
dy "~ dx ' 

en y regardant z <;omme égale à F(x, 7) , et ayant égard à 
la condition 

dy dx 

on retrouve J'équation (2). 

Les raisonnements et les conclusions précédentes s'élen- 
<lraîent sans modification au cas d'une expression différen- 
tielle renfermant plus de trois variables x^ y^ ^r-i l'^^s 
ou non par des équations de condition. 

En mécanique , lorsqu'on veut établir le principe de la 
moindre action , on considère un système de points maté- 
riels, assujettis « certaines liaisons exprimées par des équa- 
tions entre leurs coordonnées x^y^z^ a:',..., où le temps t 
n'entre pas explicitement. Ces points sont soumis à l'action 
de forces {X , Y^ Z, ) telles que l'on ait 

«t, en désignant par V la vitesse du point dont la masse 
«st 7?/, on a 
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La démonstration du principe de la moindre action 

( l'fm yds= miDimum ) 

exige qu'on prenne la variation de S/wV*; et, à cet effet , 
on tire immédiatement de Téquation précédente, 

On voit, par ce qui précède, que cette conclusion ne 
serait plus admissible si l'expression 

liXdx-^Ydx + Zdz) 

n^était pas une différentielle exacte, par rapport à toutes 
les variables J^,y, z^ a:',... considérées comme indépen- 
dantes , ou du moins si elle n'était pas susceptible de de- 
venir différentielle exacte, après qu^on aurait éliminé un 
nombre de variables égal au nombre des équations qui les 
lient. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

THÉORÈMES ET PROBLÈMES D'ANALYSE. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA REPRÉSENTATION d'uNE SURFACE SFHÉIIIQ17E SUR 

UN PLAN. 



La position d^im point sur une surface est en général 
définie par deux coordonnées. Si l'on désigne par (f , u) 
les coordonnées d'un point quelconque d'une première sur- 
face, par {Xf y) les coordonnées d'un point d'une autre 
surface, et qu'on pose arbitrairement deux équations entre 
a:, j, t^u, 

•^=/(^«), r=:F{r, a), 

à chaque couple de valeurs de t et i/, c'est-à-dire à chaque 
point de la première surface, correspondra un couple de 
valeurs pour x et y^ c'est-à-dire un point de la seconde 
surface. Il existera entre les éléments géométriques corré- 
latifs des deux figures , certains rapports de grandeur et de 
forme qui dépendront du choix des fonctions / et F. Nous 
nous proposons de rechercher quels sont ces rapports, en 
supposant que la première surface soit une sphère, et 
l'autre un plan. 

i. Théorème. — Une portion de surface spliérique ne 
saurait être exactement représentée sur un plan par une 
surface égale et superposable à la première. 

La position d'un point p sur la surface de la sphère (/ïg', 2) 

4- 
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est dëiermiiiëe par sa longitude Aa = t^ comptée à partir 
d'un méridien convenu BAC, et par sa latitude ap = u. 
Soit pqrs un élément de surface compris entre deux paral- 
lèles et deux méridiens infiniment voisins , on aura 

pqzzidu et />r r= cos u . dt 

(le rayon de la sphère étant pris pour unité). 

On peut considérer cet élément comme un rectangle, dont 
Taire sera mesurée par 

pq ,pr = cos u . du dt . 

Soit P un point du plan que nous regarderons comme 
correspondant au point p , et dont les coordonnées x el y 
seront des fonctions, prises a volonté, des deux variables 
t et u. Au point ^, qui naît du point p par le changement 
de u en M -f- rfu , correspondra sur le plan un point Q , dont 
les coordonnées seront 

dx d'Y 

(Q) ^+5ii'/«- y^Ta'^^'-' 

de même , les coordonnées du point R , correspondant de r^ 

seront 

dx dy 

(R) ^+rf?'=^^ ^-^i*' 

enfin les coordonnées de S , correspondant de s , seront 

dx dx dy dy 

(S) x-h'j-dt-j'—du^ y ^-^dt-^-^du, 

dt du dt du 

On en conclut 



donc Vêlement plan PQRS est un parallélogramme ^ 
quelles que soient les fonctions de t et de u que x e\ jf 
représentent. 
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Les côtés PQ , PR représentent sur le pian l'élément du 
méridien et lelément du parallèle^ si l'on désigne par (f 
et (p les inclinaisons respectives de ces côtés sur Taxe des x^ 
on a 

dy dx , dy dx 

on en conclut 

df dx dy dx 
^«« du. dt dt du 

dt du dt du 
et, par suite, Taire du parallélogramme PQRSest 

PQ.PR.sinQPR= f?^^ — ^ ^\rfarf^ 
^ ^ \dt du du dt) 

Actuellement posons les conditions pour que Vêlement 
plan VQRS soit un rectangle égal à l'élément sphérique 
pqrs. Ces conditions sont au nombre de trois, savoir : 

PQ = pq^ PR =pry angle QPR = -i 



c'est-à-dire : 



/"-^V/î^t^., 



^•) Uj ■ \dn) 

(3) ^^+^J=o. 

^ ' dt du dt du 

Ce sont trois équations aux différences partielles du pre- 
mier ordre, entre or, j-, et les variables indépendantes 
t eXu. 

Il s'agit de prouver qu'il n'est pas possible de déterminer 
pour X et j^ des fonctions de f et i/ , telles que ces trois 
équations soient satisfaites^ à cet effet, nous introduirons, 
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avec Euler (*) , l'angle (f déjà défini plus haut par Inéquation 

dy (Ix 

(f est une fonction inconnue de t et i/. Les trois équations 
ci-dessus seront remplacées par les quatre suivantes : 

dx dx 

— - = sin © ces tf , -— = ces » , 

-7- = — ces 9 cos a , -7- = sin © . 
dt ^ ^ du ^ 

Les deux premières font connaître les dérivées partielles 
de la fonction x par rapport k t et u : elles doivent donc 
remplir la condition d'intégrabilité 

,da: dx 

dt du 



du dt 

en la développant , on a 

d(p d (0 
sin © --i -h cos cp cos a -7^ = sin cp sin u. 

^ dt ^ du ^ 

Pareillement, la condition 

dt du 



du dt 

donne 

d (0 , dfb 

cos 9 —r — sin œ cos u—^ = cos 9 sin u . 
^ dt ^ du ^ 

Or, si Ton élimine tour à tour -^ et -r^ entre ces deux 
' di du 

équations , il vient 

d(f d(f 

du ' dt 



cos M --^ = o , -r^ = sin w ; 



d'où Von tire deux conclusions contradictoires, savoir : 



f/) Académie de Saint-Péiersbourç, 1777, 
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i" que la fonction (f est indépendante de li ; a^ que la même 
fonction renferme la variable u. Donc les équations (i), 
(2) et (3) sont incompatibles, et la représentation graphique 
exacte d^une surface sphérique sur un plan est impossible ^ 
ce qu'il fallait démontrer. 

2. Proposons - nous maintenant cette question : Est-il 
possible quil y ait similitude entre les deux éléments cor- 
respondants PQRS , pqrs ? 

La similitude n'entraîne que deux conditions : 

PQ PR , ^«« ^ 

-^ = — , angle QPR = - » 

pq pr 2 

OU 



ces 



«\/(ê)"-(^)'=\/(S)"-(S) 



dx dx dy dy 
dt du dt du 



dy 



Posons , comme dans le premier cas , tang çp = — i et ces 

du 

deux équations seront remplacées par les trois suivantes ; 



COSM 


dy 
du 


dx 






COSy 


dy 
du 


sintp 


dx 
du 


9 


sin<p 


dt 


— cos<p 


dx 



ici, comme nous avons trois fonctions inconnues a*, j, 9 
et le même nombre d'équations à satisfaire, on comprend 
que le problème sera possible, en général. Nous nous bor- 
nerons à discuter un cas, qui ne laissera aucun doute sur 
cette possibilité; c'est celui où Ton ajoute à la similitude 
une nouvelle condition de nature à simplifier la représen- 
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talion graphique delà sphère, à savoir que FélémenC PQ div 
méridien soit perpendiculaire à Taxe des x. 

Alors on a ç = - » et les trois équations précédentes ser 

réduisent à 

dx dr dr dx 

-p-=(>, —-=0, COSM-j- = -7-5 

da dt du dt 



on conclut des deux premières que x sera indépendant 
de u, et j^ indépendant à&tv par suite, la troisième équa- 

dx dx 

tion apprend que — sera une constante, puisque si — 

était fonction à^f^y dépendrait aussi de cette variable. 

, dx 9 s 

Soit — = 71 , d^où X = nt 4- const. ; x croissant pro- 
portionnellement à la longitudes , les méridiens seront re- 
présentés sur le plan par des droites perpendiculaires à ox , 
dont les distances mutuelles seront proportionnelles aux 
angles que ces méridiens font entre eux. A des méridiens 
cquidistants- angiïlai rement , correspondront des droites 
parallèles équidistantes. 

Quant aux parallèles sphériques, puisque l'élément PB- 
est à angle droit sur PQ , il prendra une direction constam- 
ment parallèle à Taxe des X'^ par conséquent, les paral- 
lèles sphériques seront aussi représentées par des droites 
perpendiculaires aux premières , mais inégalement dis- 
tantes. La loi de ces distances sera fournie par Téquatio» 

djr 

ces u -i-=z n-: 

du 

d*oii l'on lire, en intégrant y 

Nous conviendrons que Taxe ox représente Téquateury 
et que l'origine des coordonnées corresponde au point A •. 



const. 
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pour lequel on a f = o, a = o. Alors nous aurons 

X znnty 

Si l'on considère sur la sphère (Jig- 3) un élément pi^ 
appartenant à une courbe quelconque, et que PV soit l'élé- 
ment de la ligne plane correspondante , on a 

pr du 

tangt/?r=: — = 



pr ces u de 

,rr.« VR dr 
lang VPR = — - = — V • 
^ PR ndt 

Or = — : donc tang ypr == tang VPR. Ainsi on vé- 

cos un ^ ' ° 

rifie qu'une courbe quelconque fait, avec chaque méridien ^ 
le même angle sur la sphère et sur le plan. 

La* ligne à double courbure, qui sur la sphère coupe 
tous les méridiens sous le même angle, et qu'on nomme 
ïoxodromie y sera représentée sur le plan par une ligne 
droite. C'est cette propriété qui a fait adopter le mode de 
représentation graphique que nous venons d'étudier, dans 
les cartes marines dites de Mercator. En mer, le pilote 
ne s'attache pas à suivre la ligne la plus courte d'un point 
à un autre, c'est-à-dire l'arc de grand cercle qui joint ces 
deux points , parce que cet arc fait avec les méridiens suc- 
cessifs des angles différents, et qu'il serait très -compli- 
qué de diriger à chaque instant sous ces divers angles la 
route du vaisseau par rapport aux méridiens. De plus , si 
Ton s'engageait dans cette voie, les déviations inévitables 
causées par les courants ne tarderaient pas à faire sortir 
le vaisseau de l'arc de grand cercle qui joint le point de 
départ au point d'arrivée , et dès lors tout le calcul des angles 
sous lesquels on doit rencontrer les méridiens successifs 
serait à recomraencei* Au can Irai re, pour suivre la loxo- 
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dromie , il n'est pas besoin de calculs *, on joint par une 
droite, sur la carte marine, le point de départ au point 
d'arrivée ; on mesure Tangle que cette droite fait avec Tune 
des parallèles qui représentent les méridiens , et le pilote 
n'a qu'à maintenir, à l'aide de la boussole, la direction du 
navire sous cet angle constant. 

Toutefois, on conçoit que cet angle peut lui-même de- 
venir fautif par suite des déviations auxquelles le vaisseau 
est exposé, et qui peuvent nécessiter le tracé d'une nou- 
velle loxodromie: on a soin, dans le cours du voyage, de 
déterminer de temps en temps la vraie position du lieu où 
l'on se trouve , afin de corriger l'angle sous lequel on se 
dirige. 

Tandis que les courbes loxodromiques sont représentées , 
sur le plan, par des lignes droites, les arcs de grand cercle 
sont représentés par des courbes transcendantes. 

En eifet , soit hp un arc de grand cercle , incliné à l'équa- 
teur de l'angle pAa = 9; l'équation de cet arc en coordon- 
nées sphériques est 

tang u = tang 9 sia t, 

(On passerait au cas d'un cercle, situé d'une manière quel- 
conque, par un simple déplacement d'origine sur Téqua- 
teur, ce qui reviendrait à remplacer t par t-f-const). La 
courbe EP, qui répond à cet arc sur le plan , sera définie 
par les équations 



a: = nt, jr = n\ tang { 7 "t" - 



associées à la précédente. 

Pour avoir l'équation de cette courbe en coordonnées rec- 



{*) D'après une propriété connue des projections sléréographiques. In 
projeclion stéréographique de la loxodromie sur le plan de Téquateur sera 
une courbe taisant un angle constant avec ses rayons vecteurs, c^cst- à-dire 
une spirale logarithmique. 
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tangles, il reste à éliminer t et u entre ces trois équations*, 

on a 

u 
- / \ i-htang- 



~ fit u\ 



2 

e' 



«' 



I — tang - 



d'où 



u f-"—! e" — I 
tang - = 7 *^' ^ng« = J- 



Donc l'équation cherchée est 



or 

e — I . X 



ic 



= tant; sin - 

n 



Cette courbe coupe l'axe des x ou Téquateur sous l'angle 0. 
L'ordonnée maximum répond à x = — *, d'où 



e^=z tang Ô \/i-h tang'ô et y = n\ tang ( 7 -+" - ) 



6o 
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CHAPITRE II. 



THÉORÈMES ET PROBLÈMES SUR LES DÉVELOPPÉES DES COURBES 

PLANES. 



1. Relations entre le rayon de courbure d* une courbe 
plane et le rayon de courbure correspondant de sa dév^e- 
loppée. 

Soient ABC ( fig. 4) une courbe plane , A' B'C sa dévelop- 
pée , p un rayon de courbure A A' de la première , p' le rayon 
de courbure correspondant A'P de la seconde^ si l'on consi- 
dère un rayon infiniment voisin BB', faisant avec A A' un 
angle d(f , on sait que Tare A'B' de la développée est égal à 

la différentielle r/p, et que p' est la limite de '--r— 7 donc 

Si Téquation de la courbe AB est donnée en coordonnées 
restangulaires x et y, on tirera aisément de l'équation (i) 

l'expression du rapport — ? en fonction des dérivées de y 

F 
par rapport à a. En effet, on a 

p' dp dp 
p p d(f ds 

ds désignant la différentielle de l'arc de la courbe AB. Or, si 
Ton différcnlie par rapport à x l'expression 



' p — m 5 



ùr 



ou 1 on a 



il vient 
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dy d*x 



-^ = ±:-^ 7 ^-^yi -+-/'% en posant r=-^. 



D'ailleurs — = ^ i -f- />» , 



donc 



P ^7' 



2. Au lieu de définir la courbe AB par une équa- 
tion entre les deux variables x et y, on peut se propo- 
ser de la définir par une équation entre les deux variables 
p et p'. 

En eflet , p, </, r sont des fonctions de x déterminées par 
Téquation de la courbe ç(a:, j^) = o; si Ion conçoit qu'on 
ait remplacé ces fonctions par leurs valeurs dans les équa- 
tions 

^ 7 ' p r ' 

il ne restera plus qu'à éliminer x entre ces deux équations. 
Ou bien , s'il n'est pas possible d'exprimer p^ q^ ;• en fonc- 
tion explicite de x, on éliminera x el y entre les deux 
équations ci-dessus, associées à y(x,j^) = o. 

Par exemple , s'il s'agit d'une ellipse , dont l'équation est 

b f 

on aura 



> — bx — ab — Zabx 
/? = —==, q = 5^, rz= -, 

asla^-x^ (^'-;c«)^ [a^^x^f 
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et, par suite , 



P= TT— ^' f-= ^^7 ' c' = û'-^^. 

a^ b ôp a^b 

Ou lire de la première 



X* ~ ^^ ._:_ ~ ^ , 



en posant 



•=\/T^ 



Celle valeur de a:*, substituée dans la seconde équation, 
donne 



(0='-'(^" 



I h 



ou bien , en rétablissant la valeur de z , 

(é)=(-\/5)(\/¥- 

Telle est l'équation qui lie, dans Tellipse, les deux 
rayons pj p' . Elle montre que la plus grande valeur de p 

a? . b^ 

est -y-9 et la plus petite — ^ et, qu'à ces deux limites, le 

rayon de la développée , p' = o. Le maximum de p a lieu au 
sommet du petit axe , et le minimum au sommet du grand 
axe. 

Les calculs précédents s'appliquent à l'hyperbole, en 

changeant b en b\ — i. Dans le cas du cercle, a = b^ et 
l'équation précédente devient 



p'\' 



+i,-^îy=o. 



3f 
elle se partage en deux, p = «, p' == o. 
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3. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure est 

proportionnel à celui de sa développée, 

_/ 

Soit —=: kl réqualîon différentielle de la courbe cher- 
P 
chée sera, diaprés la relation (a) , 

op — r -^ = A . 

Cette équation ne contenant pas explicitement :r , on lui 
appliquera la méthode du changement de variable indé- 
pendante; prenons/? pour variable indépendante, il vient 

r = ^ = ^.^=^7 
dx dp dx dp 

L'équation prend la forme 

qdp 

OU 

3/? — X- , dq 

JL dp i = O . 

i-H/?' q 

Les variables étant séparées, on intègre, et l'on a 

j I {i -\-p^) — ^arc tang/7 — 1 c*/ = o, 

c étant une constante arbitraire, et / la caractéristique des 
logarithmes népériens. 

Si l'on remplace ^ par — 9 et qu'on résolve par rapport 



à tir 5 il vient 


k arc tang:;/ , 
ce ^'^ dp 

dx — 3 ' 


ou, en posant p : 


= tang(p, 


par suite , 


dx=i ce ^ cos ^ d<^ ; 
dy ^:^ ce sin yrf^. 
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Avant d'aller plus loin , remarquons que cette dernière 
expression de dx aurait pu être obtenue plus simplement, 
en partant de lequation (i). B'Ue donne, en eflet , 

P P^? 



P 
et puisque - = X, 



intégrant, il vient 



P 



pzn ce 



Or, (f étant l'angle de la tangente avec l'axe des :r , on a 



donc 



ces cp = — - et as = ûa<f\ 
as 



par suite 


dx — 


cosç = 

p COS f //<p 


dx 
' pd(f' 

r=: ce ^ COS(p«^f , 










comme ci -dessus. 














Intégrons 
viendra 


maintenant les 


expressions de 


(Jx 


et 


é 5 


il 


X 


<z = 


e ^ 

/.a 1 , 


(sin^^- /cosç), 











^"^—jr^n^ ^(Xsin^-cosip). 

a et /3 sont deux constante:» arbitraires, qu'on peut toujours 
faire disparaître en transportant les axes coordonnés paral- 
lèlement à eux-mêmes, aux points x=ûf, j" = /3; ce qui 
d'ailleurs ne change pas l'angle (f. C'est pourquoi nous 
omettrons ces deux ^constantes dans les calculs qui vont 
suivre. 

L'élimination de (f , entre les deux équations précédentes, 
fournirait Téquation de la courbe cherchée^ mais il vaut 
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mieux employer les coordonnées polaires. On tire-, par 

division , 

1 

tanc 9 — -r 

jr _ ^ Vtn^^ — i __ ^ ^ ^ ^ 

X X* -t- tanc ® I 

ou, en désignant par 6 Tangle mox {fig- 4) 9 <loi^^ 1^ ^^^'• 
gente est -y par w l'angle dont la tangente est 7 ' 

tang é = tang (? — «) et «p *— 9 = « . 

Mais y — 6 n'est autre que Tangle owT que fait la tangente 
avec le rayon vecteur om 5 cet angle est donc constant^ pro- 
priété qui caractérise une spirale logarithmique. 

Si , au lieu de diviser^ par x , on avait ajouté les carrés de 
ces variables , on aurait eu l'expression du rayon vecteur om^ • 



et puisque ç = -h 0* , 



R = 



A((9 4-«). 



c'est bien l'équation polaire d'une spirale logarithmique, 
dans laquelle l'angle de la .tangente avec le rayon vecteur 

a pour tangente trigonométrique r- . Dans l'hypothèse A = i , 

cet angle est de 45 degrés. 

On aurait pu achever l'intégration, sans recourir aux 

coordonnées polaires , en remplaçant tang (f par -^ dans la 



valeur précédente de -1 ce qui eût donné Téquation diflfé- 



dx 

Y 
X 

rentielle du premier ordre 

xdx -+- ydy = k[xdy — ydx) ; 
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4 

«m dWisant les deux membres par x'-f-j'*, ils devieiincnt 
intégrables, et Ton a 

; Aarctang^ ^^ 

résultat conforme aux précédents. 

4. Etant donnée une courbe AB, si Ton forme sa déve- 
loppée- A'B', puis la développée A"B'' de A'B', courbe qu'on 
peut appeler développée du second ordre de la courbe pri- 
mitive, puis la développée A!''W de A!'W^ ou déi^eloppée 
du troisième ordr^ , et ainsi de suite, on aura, en dési- 
gnant par p, |ù', p", /?'", . . . lés rayons de courbure correspon- 
dants de la courbe AB et de ses développées successives , 

, dû „ dû' . d^ p , „, d^û , ^ </»p 

' drf P dff df ^ df^ ' ^ dtf^ 

Le problème que nous venons de traiter n'est qu'un cas . 
particulier dç celui où Ton proposerait de déterminer une 
courbe telle , que son rayon de courbure eût un rapport 
constant avec celui de la développée du w''"*' ordre. 

On aurait à intégrer une équation linéaire de Tordre n , 

-r-i- = / p. ' 

L'intégrale est 



A, désignant l'une des racines n'^'"" de A, et c, une con- 
stante arbitraire. L'indice i prend successivement les. va- 
leurs I, 2, ... , /i. 

On en conclut , comme précédemment , deux équations 
Unies entrea:,y et (p, savoir : 






('-^) 



• ♦• 
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L'élimination de f entre ces deux équations n*est plus 
possible en général. On peut remplacer leur système par le 
suivant : 

» 

(j?— ra)sin^ — (/ — P) cos^p = \^ À,-^ *^ ^ 

AiAfC '^• 

La seconde équation étant la dérivée de la première par 
rapport à y, la courbe cherchée est l'enveloppe des droites 
que représente la première équation quand on y fait va- 
rier <f ^ et ces droites sont tangentes à la courbe. 

5. Déterminer la courbe dont le rayon de courbure en 
chaque point est une fonction donnée du rayon vecteur 
mené d'un point fixe à ce même point. 

Soient om = r (fig> 5 ) le rayon vecteur, cm =-p le rayon 
de courbure correspondant , 

mTx==(p, moT = e, omT = V. 

On a 

ds ds .., dr . ,, rd^ 

û=:--=±-- r—î COSV=~5 SmV = — —. 

^ df^ d^-^dy ds ^ ds 

Â Taide des deux dernières relations, on peut éliminer 
de l'exp'ressipn de p, ds et dOy et il vient. 

rdr 

(0 • 9 = 



^(rsinV) 



Cette formule, qui convient à toute courbe plane, est 
propre à résoudre tous les problèmes dans lesquels Iç rayon 
de courbure p sera donné en fonction du rayon vecteur r, 
ou du produit rsin V (projection du rayon vecteur sur la 
normale) ; car çUe permettra d'exprimer V en fonction de ^ 

rd& 

par une quadrature , et comme on a d'ailleurs tangV = j 

5. 
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on en conclura / en fonction de par une nouvelle intë- 

gration. 

Ainsi, soit en généraLp =/(r). L'équation (i) donnera 

rdr 

fi"-) 

d^où • 

rrdr 
c étant une constante arbitraire. 

■ 

Puis ' . • 



rsm 



/y/ô 



et 









Ainsi , le problème se ramène. toujours aux quadratures. 

Examinons le cas ou le rayon de courbure est propor- 
tionnel au rayon ^vecteur. 

On a, en désignant par n une constante donnée. 



n 



J/équation (i) devient 

d{r ûxi^l) z=z n dr \ 
d'où 

( 2 ) * r-sin V =f /rr -+- c. 

Si Ton a n > i, la constante arbitraire c devra être né- 
gative , afin que la valeur .de sin V soit plus petite que i . 

Si l'on a /î<;i, c pourra être positive ou négative; et si 
Ton supposait de plus, e=o, on aurait sin V 3= «^ PangleV 
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serait constant. La courbe cherchée serait donc une spirale 
' logarithmique. En effet, dans cette spirale, dont Téquation 

est r.== Ae*"^, on sait que p = r V^H-m'. 

Si n = I , la constante c devra être négatiVc ou nulle. 

» • 

Soit ic? = o , on en conclut V = -; c'est le cas du cercle. 

puisqu'alors — = 05 d*où r = const.'Le cercle n'est d'ail- 
leurs qu'un cas partjculier de la spirale logarithœiqur. 

Laissons ces cas particuliers, et revenons à Téquation ( 2 ) ^ 
on en tire 

/ir-f-c rd^ 



tangV = 



d'où 



y^r>— (/ir-+-<:)» ^^ 



J r \Jr^^(nr^Y J V''^— ('"' 



7» 



= arc cos 



U 4- - ) H- /ï / , - 



La seconde intégrale prendra des formes différentes, selon 
que n sera > i ou <^ i . 
Soit n<^i, on aura 

^ — * w = arc cos { ./z 4- - ) 

I— /i* L . i/i — /|ï J 



v' 



,Si Ton suppose t = ô, on retrouve r= Ae*"^, spirale 
logarithmique. 

Dans le cas où /i = i , la constante c restant quelconque \ 
la formule précédente n'est pas applicable. I/intégration 



• . 
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' directe de Texpression de dO donue , en chaDgeant c en — c', 

9 — w=-7=^a'* — c — arc cos i / ^ — ' 

^ V 2/- 

pu bien . . * • 

( ô -t- arc COS"!/ — j ^c — \/2r — c-t-a = o. 

La constante fl remplace «. L'hypothèse c = o donne 
r = const. , comme on Ta déjà vu. . 

D*àprès ce qui précède , on voit que la propriété d'avoir 
le rayon de" courbure proportionnel au rayon vecteur issu 
• d'un point fixe , n'est pas caractéristique de la spirale loga- 
rithmique , mais qu'elle appartient à une classe de courbes 
transcendantes assez étendue. . 

Npus avons indiqué plus haut que la formule l(i) convient 
alissi aux problèmes dans lesquels on deman4e une courbe 
dont le rayon de courbure est une Jonction donnée de la 
projection (r sin V) du rayon vecteur sur la normale. 

En effet, soit # . . 

p=:/(rsinV)^, 
et posons 

rsinV = 3; 

Téquation (i) donne 

rdr^f[z)dz, 

dont l'intégrale jBSt 

pt'remplaçant ^ par sa valeur en r et , 

r''-4-c=F 




« ' dr 

Si l'on peut la résoudre, soit par rapport à — ? soit par 

rapport à r, l'intégration s^achèvera par des quadratures. 
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Par exemple , soil 

p = /ir sin V ; 

on aura 

r' — fl» = nr' sin' V, 

a étant une constante arbitraire , d'où 



. / = 



Si Ton suppose a = o., cette intégrale se réduit à 

« 

on retrouve la spirale logarithmique y résultat conforme 
aux propriétés bien connues de cette courbe ; et pour n = i , 
la spirale dégénère en un cercle. 

Autres solutions, — Gomme exercices d'analyse , nous 
indiquerons Tusage qu'on aurait pu faire, dans les pro- 
blèmes précédents, (Jes formules ordinaires du rayon de 
couçbure en coordonnées polaires et en coordonnées reciî- 
lignes. 



1°. 



_ (--S)' 



p-^jL. 2 r — 



En régalant à -i on a 



Cette équation ne contenant pas 6 explicitement, on l'a- 
baisse au premier ordre , en posant 



dr . . d'r pdp 

d^ ' d9' dr 



^ 
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et TéqUation devient . 

- / pdp 

On la simplifie en posant 



(Toi 



P 



ru 



> 



dp du 

dr dr 



il vient 

h rudu 

(3) . ,.(,-h«')^=:I-ha'-^. . .. 

Comme mûÎm = i rf (i-h a*), on est conduit à prendre pour 

inconnue la fonction iH-m*. • 
Soit 

il vient 

dt 

^ ' dr . ' 

Les variables se séparent, et l'on a 

T ~~ ^(i — rit) • . . 

dont l'intégrale est 

__ ^^ . ' 

elle coïncide avec l'équation ( 2 ) obtenue dans le précédent 
calcul 5 car la variable t n est autre que -^^ , etc. 
2°. L'expression de p aurait pu encore s'écrire : 



[-(: 



rdBj J 

9" 



I -H 



/ dr y d / dr\ 
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et cette forme conduirait à prendre pour inconnue 

* . dr ' • 



=r «p. 



L'équation du problème serait ainsi 

4 du 

EUe ne diffère pas de Téquation (3)^ car 

du ru du 

3°.' Si "l'on part de l'expression de p en coordonnées rec- 
tilignesy 



dp 

dx ' 



p^— ^— ' 



l'équation du problème est 

* • • * 

En multipliant les deux membres par le facteur 

xdx r\' rdy 
x-hpx ou ^ — y 

le second membre devient 

n(xdx'+-x^f} 

différentielle exacte , et le premier membre devient 

ê 

T-' 

• ♦ 

dont on n'aperçoit pas immédiatement l'intégrale; cepen-* 



À 



1 
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dam I îniégratkMi par partiel douie 




• xdp px i" dy 




et. en ajoutant, 

L'éqnatkm (4 s^intègre dmic une jKemière fois par cette 
méthode, et- donne 

Or 

«X — r -n(r — rdx r'd% . 

= ^ " = -— — =r rsin V. 

L'intégrale précédente éqaÎTaut donc à 

c'est I'é({aation (2) de la première solution , etc. 

6. Déterminer une courbé dont le rayon de courbure, 
en chaque point, est égal à une longueur donnée mulUr- 
pliée par le. sinus de l'angle^ que fait la tangente en ce 
point avec une droite fixe,. 

On a réqoation 

' G = a sin 9. 

• < 

En partant de la reUtioc p = --- > et choisissant la droite 

d^ 

fixe pour axe des x , on trouve , par une intégration bien 

simple , 

X- = aux; 

d'où Ton conclut que la courbe est une cycloïde dont le 



^». 
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cercle générateur a pour rayop 7* On peut aussi chercher 

directement l'équation de la courbe en coordonnées rectan- 
gulaires, etc. 

7. Déterminer une dpurbe plane telle y que Varc compris 
entre deux de ses points, soit égal à Parc de cercle décrit 
du poiiit d'intersection des normales menées par ces points, 
comme centre , ayec un rayon égal, à la moyenne arithmé-, 
tique entre ces normales (*). 

Soient (Jig. 6) 

AO'^=py mOzizq; 

deux normales à la coutbe cherchée , (p l'angle AOm , 
5 l'arc A m 5 on doit. avoir 

Soit mf un point infiniment voisin de m.; m'O' la normale 
correspondante. Menons OH perpendiculaipe et Ofi pa- 
rallèle à cette normale ; nous aurons 



Or 



m^z=i qdfff \t.m' = OH = 00' sin ^ = ^^ . sin 7. 



Donc 

On a aussi 



dsz=:qdf^-^ dp.Wf^, 
(yiA=zdq=zdp, ces y. 

Ainsi, entre les quatre Variables 5, p, ^, ^ , on a les trois 
équations 

— z=p^q, . 

' dq =:dp. cos f , 

ds = qdf^ -h sin^ '.i;^. 



( *) Commentaires de Saini^Pétershifurg, 1749» Mémoire d'Euier. 



9 
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Si Ton élimine p et 9, il restera une équation différentielle 
entre 5 et f. Pour Tobtenir plus commodément, posons 

s 
ds i=zjdu -^ udf. 

Les équations précédentes deviennent 

w 

dq =. ces ff . î^, 
.. ffdu==(q — u) d (f ' -h, sïnif, dp. 

La p|*emière donne ' ' * 

• • • 

q z=r2 u — Pj dq z=: ndu — dp^ 

et, substituant dans les deux autres, il vient 

« 

n du =z (i ^ costf) dp y 

9du -=. [a — p)di^ -k- ^lïiff dp, 

m 

entre lesquelles il reste à éliminer p. 

Substituant dans la seconde la valeur Aià dp^ tirée de la 
première, on a 



(2sîncp \ du 

I + COS<p ^/ 



du, .. 

DifTérentiant et remplaçant -~- par sa valeur X — , il 

a<p * • I -|- cos«p 

vient, toutes réductions faites, 

•• 

2sin9 \ d"^ u 



^ I -h cos^ / ^/«p^ 

Lé premier facteur égalé" à zéro donnerait 

ce qui exigerai t. que, 9 fût constamment nul^ alors la ligne 
AB serait droite , et l'arc A m pourrait être regardé comme 
appartenant à un cercle de rayon infini. Ecartons cette so- 
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* • • 

lution ) qui sera d'ailleurs comprise dans la sohition géné- 
rale. Le second facteur, égalé à zéro, donne 



'■(î)=- 



cl OÙ A- = —L -f. i « : 

2 ^ 



aetb sont deux constantes arbitraires. 

On conclut de là le rayon de courbure de la courbe 
cherchée 

ds 

p = rf; = "' "^ *• 

et le rayon de courbure de la développée 

, dp 

p' étant constant, la développée est un cercle. Donc la 
courbé cherchée est une déi^eloppânte de cercle. Le rayon 
de ce cercle est égal à.a , et comme on a pour ç == o, p = i, 
la constante b. repréeente le rayon de courbure AC du point 
. A. Si Ton supposait a = o, la développée se réduirait à i^n 
point, et la développante deviendrait elle-même un cercle. 

En effet, le cercle satisfait évidemment à l'énoncé du 
problème. 

La tangente en m fait avec Taxe de3 x un angle complé- 
mentaire de cp -, on a donc • 

dx . dy 

- = s.n.p. ^ = cosç, 

t 

, et, remplaçant ds par sa valeur (a(p -f- b) J(p, 

^x = (âr(p 4- 6)sincpâff, rfy =:: (û<p -^f ô) COS(p^ç. 

Intégrant, et déterminant les constantes par la condition 
que pour ç = o on ait 

X = o, ./ == o, 

il vient 

X — b=ia%\ni^ — (<^^ -f^ A)cos«p, 

>• -i- /ï = a ces y -h ( <? <p -4- ^) sin (p. 
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Pour éliminer 9, on remplace le système de ces équations 
par le suivant : .... 

{x — ^)sin(p -h ( J -f- «)cpsf = o. 

■ 
■ 

Ces deux équations expriment deux propriétés caractéris- 
tiques d'une développante de cercle de rayon a , et l'on au- 
. rait pu les écrire immédiatement: la «première signifie,* 
en effet, que la longueur de ia normale c^m est égale à 
l'arc ÇC'(a(p) augmenté du rayon de courbure AC==i^ 
et la seconde apprend que la projection du contour poly- 
gonal mP -h PI, sur le rayon IC, est égale à ce rayon. 
L'élimination dé (f se fait sâins difficulté , et Ton a 



(x 



- 6) sin r-^-f-v/(x-^^)>^4-(r-h^r-^-i 



v • f— ^ 4- V^ {:c — ^)' -h (r -h ay — a'I 
+ (r -t- «) cos , ^ ^ — \4 -^ \=za. 



Telle est, en coordonnas rectangles, Téquation de la 
courbe demandée. 

On a . 

I//1 = )/(x — by -h (7 -H fl)'; 

soit Im = R , 'on en "tire 

KdK = for— ^)<ir-h(7 -|-a)rfj = (ay -4- b)ad(f. 

Or ' . 

ds=z (fl<p4- b)dff; , 

donc ' 

KdKz=adSy d*où 2flr5=R^— RJ, 

en désignant par Ro le rayon vecteur IA. Ainsi on a la 
proportion 

2a : R — R».:: r + Ro : s) 

c'est-â-dire que l'arc A m est une quatrième proportion- 
nelle au diamètre de la développée circulaire, à la difïe- 
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rence des rayons vecteurs menés du centre du cercle aux 
extrémités de l'arc et à la somme de ces mêmes rayons. 

Remarque, — Le problème que nous venons de résoudre 
a mis en évidence une propriété remarquable , qui n'appar- 
tient qu'à une développante de cercle , c'est que la longueur 
d'un arc de cette courbe est égale à l'arc de cercle qu'on 
décrirait du point d'intersection des deux normales extrêmes 
avec un. rayon égal à la demi-somme de ces normales. 

Il est facile de démontrer directement ce théorème. 

Soient 

AC = ^, mC -z::^^- arcA/îi = 5, CI = «; 

on a 

p = AC -h arc ce = A H- a(f , 



d' 



ou 






Or 



AC=rAO — CO, i»C' = m0 4-C'0 et CO = C'0; 
donc 

G. Q. F. D. 
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CHAPITRE III . 

DE LA LIGUE GÉODÉSIQUE TRACÉE SDR UNE SURFACE CONIQUE. 

DE LA COURBE QTJI COUPE TOUTES LES ARETES DE LA 

SURFACE SOUS VU ANGLE CQNStANT. 



1 . TiaÉoRÈME. — Si Von trace sur une surface conique 
quelconque une ligne géodésique (ou ligne la plus courte 
entre deux de ses points), chacune de ses dés^eloppantes 
sera située sur la surface d'une sphère y ayant pour centre 
ie- sommet du cône^ chacune de ses tangentes Jera un 
angle constant av^ec le rayon de la sphère aboutissant au 
point d* incidence , et les plans tangents de la surface 
conique et de la sphère j en deux points correspondants, 
seront perpendiculaires entre eux. 

L'équation aux différences partielles d'une surface co- 
nique , dont le sommet est à Torigirie o des coordonnées, 
est 

(l) zz=px-^qx^ 

en posant 

dz, dz 

Considérons sur cette surface une ligne géodésique A m B 
( ftS' 7) • En désignant par s l'arc B m , compté à partir d'un 
certain point B, et terminé au point m(x^y^ z)^ les équa- 
tions différentielles de cette ligne sont , comme on sait , 

ds ds ' . 



p=-r-j-, q~- 



dz dz 

ds ds 
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Si Ton substitue, dans 1 équation (i), ces valeurs de pet 
de q^ on a 

Cette équation , qui a lieu pour toute ligne géodésique 
appartenant à toute surface conique dont le sommet est 
en o, va nous fournir la propriété dont il s'agit. 

Soit m'(j:', j', z^) un point de la développante, en sorte 
que mm' = 5 -f- a , a étant une constante •, comme mm' est 
tangente à la courbe AB, on aura 

x^x' __ X—y __ z-^ z' _ 
dx dy dz ^ 

ds ds ds 

d'où % 

\dx , , .dy , . .dz 

rfj/ = — (j-ha)/i^, dy'=:^[S'V-0L)d-£, r/z'= — (j-|-a)fi?-, 

et , par suite , 

(dx dy dz\ 

/û?j: dx dy dy ds ,(iz\ 
^ \ds ds ds ds ds ds) 

Or, en vertu de l'équation (a) et de la relation 

(^)-(i)'-(S)=- 

le second membre de l'équation précédente est nul ; donc 

x'da/ + y'dy' + z!dz' == o, 

et intégrant , 

x'^^y'^^z'^ = a\ 

équation d'une sphère, dont le point o est le centre. La 
développante A'B' est donc située tout entière sur cette 

6 
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sphère, ce qu'il fallait démontrer. Pour déterminer la con- 
stante a, il suffira que l'on donne la distance à l'origine, du 
point décrivant m', dans l'une de ses positions. 
Soit ç l'angle mm! o-^ on a 

i/ ,dx .dy .dz\ if dx dr dz , ,"1 

Or, en intégrant par parties l'équation (a) , on a 

dx dr dz 

(3) ^-r-^y-r -^-^ T — .ï = const =:c; 

^ ' ds ds ds 

donc cos(p = const, ce qui est la seconde partie du théo- 
rème. 

La distance de l'origine o à la tangente mm' est aussi 
constante, puisqu'elle est égale à asin^; donc la tan- 
gente mm' reste constamment tangente à une seconde 
sphère concentrique à la première. 

On a aussi 



ou 





dx 
x'd , 
ds 


-^4- 


dz 


«, 




a 


dx 
ds 


a 


P^ds 
ds + 


z' ds 
a ds 


.__ 


o 



ou cos^f/ = o, t|/ désignant T angle que le rayon de cour- 
bure p de la ligne géodésique au point m , fait avec le rayon 
correspondant [om.'). Ainsi, le rayon de courbure de la 
ligne géodésique [lequel est perpendiculaire au plan tan- 
gent de la surface conique), est perpendiculaire au rayon 
correspondant om de la sphère qui contient la déi^elop- 
pantey ou, ce qui revient au même, les plans tangents de 
la surface conique et de la sphère en deux points corres" 
pondants sont perpendiculaires entre eux; ce qui est la 
troisième partie du théorème. 

Remarque. — L'équation (3) manifeste d'autres pro- 
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priétés de la ligne géodésîqiie. En désignant par R le rayon 
Vecteur om = v'x'-f- J*^- ^% <^^tte équation peut s'écrire 
(4) RdK-^sds=cds^ 

et intégrant , 

R» — RJ = j^-|-2cj; 

Ro désigne le rayon vecteur o B correspondant à 5 = o , et 
la constante c est égale à la projection de ce rayon sur la 
tangente en B. 11 suit de là que la longueur de l'arc lim sera 
constructible par la règle et le compas , quand on connaîtra 
les rayons vecteurs des deux extrémités de l'arc. La courbe 
est donc rectifiable. 

Considérons deux éléments consécutifs mm', m/ m" de la 
ligne géodésique ; on a [fig- 8) 

, X dx Y dr z dz dK 
cosCmm' = ---— 4-;;--f-h--_=r — , 

R ds K ds a ds ds 

et, en vertu de 1 équation (4), 

R cos C mm' =z s -\-c : 

au point m\ on aura de même 

R' cos Cm' m" = s' -\-c, 

et , par suite , comme s' — s = ds = mm[^ 

R' cos Q!m'm" — R cos G mm' = mm' . 

Or, si l'on projette le rayon R sur la tangente mm\ et 
que mP soit cette projection, on aura 

mm' =zmV — Vm' = — R cosC/w/w'-f-R'cosC'/w'P ; 

par suite , l'équation précédente se réduit k 

cos Cm' m" =z cos C'/w'P . 

Les deux angles Cm'm'\ Q'm'V sont donc égaux : c'est- 
à-dire que deux tangentes consecutwes de la ligne gépde- 

6. 
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sique sont également inclinées sur V arête intermédiaire du 
cône. 

Cette propriété résulte d'ailleurs immédiatement de cette 
considération , que la ligne la plus courte sur une surface 
conique doit avoir une transformée rectilîgne dans le dé- 
veloppement de la surface. Sur un cylindre, la ligne géo- 
désique, ou Thélice, a la forme d'une spirale qui coupe 
toutes les arêtes sous un angle constant. On voit que dans 
le cône il n'en est plus ainsi. L'angle m'mO, que l'élément 
mm' fait avec Taré te correspondante , et que nous suppo- 
sons aigu , est plus petit que l'angle m"m'0 correspondant à 
l'élément suivant, puisque ce dernier égale Pw'O 5 il y aura 
donc, dans l'étendue de l'arc BmA, un élément qui fera 
un angle droit avec l'arête, et sa distance au sommet du 
cône sera minimum^ de part et d'autre, la courbe s'éloignera 
du sommet jusqu'à l'infini. 

Dans tout ce qui précède , nous n'avons particularisé en 
rien la surface conique. Si on la suppose de révolution au- 
tour de l'axe des z , il sera facile, en partant de l'équation 

(où la constante h désigne la tangente de l'angle que l'arête 
fait avec l'axe) , d'obtenir l'équation de la projection de la 
ligne géodésique sur le plan des xy. En effet , en divisant 
l'une par l'autre les valeurs des dérivées partielles p , ^ 7 on 
a une équation immédiatement intégrable 

dx djr 

d'où 

xdy — ydx = cds ou r'dO=:cds, 

6 désignant l'angle de la projection r du rayon vecteur om 
avec l'axe des x. Cette équation exprime que Vaire décrite 
parla projection du rayon vecteur sur le plan des ocy croît 
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propordonneUement à Varc décrit sur la ligne géode- 
sique, • 

Si l'on remplace dans l'équation précédente ds par sa 
valeur 



\/*T 



I 4- — l-hr'^G', 



il vient 

cdr 



dB=z 



dont l'intégrale est 

cos/i?(0 — wj 






en posant , = m. 

On déterminera les constantes c et co, en assujettissant la 
courbe à passer par deux points donnés sur la surface co- 
nique. Supposons, pour simplifier, que les deux points 
soient situés sur un même parallèle de rayon b 5 faisons 
passer le plan des zorpar l'un d'eux, et soit Q^ la valeur de 9 
qui correspond à l'autre ] on aura les deux relations 

6=_£_, é = i . 

cosmtù cos/iî(9, — wj 

d'où 

9, , 9, 

w = — ) c =z o ces m — • 

2 2 

Pour 6 = — 5 la valeur de r atteint son minimum 6 cos m -î- ; 
2 2 

en ce point, la tangente est perpendiculaire au rayon vec- 
teur. Le point correspondant de la ligne géodésique est le 
plus rapproché du sommet du cône , puisque le minimum 
de R a lieu en même temps que celui de r, et la tangente 
fait pareillement un angle droit avec l'arête du cône. Ce 
point, qui est à égale distance des deux points donnés , est 
un sommet de la ligne géodésique. 
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Pour 6 ■= -^dz 5 on a r = 00 , ce qui détermine sur 

le cône deux arêtes asymptotes de la ligne géodésique, sy- 
métriquement placées par rapport à Tarête minima . 

2. Déterminer sur la surface d'un cône la courbe qui 
coupe les arêtes sous un angle constant y et qui passe par 
deux points de cette surface. — Longueur d'un arc de 
cette courbe i mesure de la portion de surface conique y 
comprise entre cet arc et les arêtes qui passent par ses ex- 
trémités. — Transfoimée de la courbe dans le développe- 
ment de la surface conique sur un plan. 

Soit AmB [fig- 9) une courbe dont la tangente wT fait 
un angle constant a avec l'arête om d'une surface conique \ 
nous ne supposerons pas d'abord que cette surface soit de 
révolution. L'énoncé fournit immédiatement une équation 
différentielle de la courbe 

xdx H- y-dy -h zdz , / 

(i) cosa= ^-f , où Vizzzdx^-Jrr^-^-z^. 

Rds ' 

Cette équation prend aussi la forme 

f \ dK 

( 2 ) ces a := -^--— 9 

ds 

d'où 

R = j CCS a 4- const. 

On conclut de là que la courbe cherchée est rectifiable , 
et que Varc croît proportionnellement au rayon vecteur. 
Si la courbe doit passer par un point A , dont le rayon 
o A = Ro, et que l'on prenne ce point pour origine des 
arcs , on aura pour la longueur de l'arc A m 

R — R„ 



s 



CCS a 



Pour calculer la portion de surface conique AwBo, on 
la décompose en éléments triangulaires iniGniment petits 
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mom ', dont chacun a pour mesure la moitié du produit de 
sa base ds par sa hauteur ol, qui est Rsina. Ainsi 

. , „ /•^•Rrf^sina f^'Rr/R.tanga Rî — RJ 
aire A/71 Bo=: / = I S- =r — i-r — ^tanga. 

Jr. 2 a. 2 4 *" 

La transformée de la courbe dans le développement du 
. cône sur un plan est une spirale logarithmique , puisque 
l'angle a demeure le même , et qu'ainsi la transformée est 
une courbe qui coupe tous ses rayons vecteurs sous un angle 
constant. L'équation de cette spirale se déduit immédiate- 
ment de 1 équation (2). En effet , quand on développe la 
surface conique , R et 5 ne changent pas de longueurs : donc, 
sur le plan du développement , on a encore 



mais 

on en conclut 

dK 



dK = cosctds; 
ds= s/^fR^-+-R'^w% 






R tang a 



et RrrrA^^'^^ea. 



La courbe primitive, tracée sur le cône, présentera donc 
la forme d'une spirale qui s'approche de plus en plus du 
sommet, lequel est un point asympto tique de la courbe. 

Bien que cette courbe fasse une infinité de circonvolu- 
tions sur la surface conique sans jamais arriver au sommet, 
la longueur de l'arc compris depuis le point donné A jus- 

qu'à ce point asymptote , est finie et égale à -; 

Le cas où a = - donne R = const. La transformée est 

2 

alors un cercle, et la courbe primitive, sur le cône, est 

une courbe sphérigue ^ c'est-à-dire celle qui résulterait de 

l'intersection de la surface conique avec une sphère ayant 

le sommet pour centre. 



1 

t 
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Considérons en particulier un cône de révolution autour 
de l'axe des z. Pour achever de déterminer la courbe, on 
est naturellement conduit à chercher sa projection sur le 
plan des xy^ perpendiculaire à l'axe du cône-, et comme il 
s'agit d'une spirale , on aura recours aux coordonnées po- 
laires. Soit P la projection du point m, 

|3 est un angle constant. 

On a 

r dr 

R = -T — -it aR = -r-^ î 

sm p sin p 

« == r cet p, dzz= dr cot p 
ds=z \j dr' H- r'ifô^ + dr"" coV^, 

Par suite, l'équation (2) donne 

dr^ = sin' p cos' a (rfr» -f- r» d^^ -f- dr" cot» P), 

d'où 

dr . - ,, 

— = sinpcotaa©. 

r 

équation d'une spirale logarithmique qui coupe ses rayons 

vecteurs sous un angle dont la tangente est . ^ - 

° sm p 

On pouvait obtenir ces résultats , sans calcul intégral , en 
considérant l'angle trièdre dont le sommet est en m , et qui 
a pour arêtes la tangente mT , la génératrice o/n, et la pa- 
rallèle mP à l'axe. Cet angle trièdre a trois éléments con- 
stants, savoir : le dièdre droit, dont Farèle est o/w, et les 
faces adjacentes T!mo = a , P/no = j3 5 il est donc complé- 
ment déterminé dans ses autres éléments. Donc, le dièdre 
suivant mP, ou bien sa mesure oPT, est un angle con- 
stant. Le lieu des points P est donc une spirale logarithmi- 
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que ; de plus, o T , intersection de deux plans perpendicu* 
laires au planPmo, est perpendiculaire à ce plan;. donc 
Tangle PoT est droit, et Ton a 

^„ oT Rtaoga tanc^a 
^ oP Rsinp smp 

C. Q. F, D. 

La troisième face PmT de l'angle trièdre est aussi con- 
stante. Eu sorte-que la courbe qui coupe toutes les généra^ 
trîces d'un cône droit sous un angle constant est telle j que 
ses tangentes font aussi un angle constant ai^ec l'axe du 
cône. Ceci n'a lieu que dans le cône droit ^ car si l'on a à la 
fois 



ciz ilK 

- =. const 9 -;- = const , 
as- as 



il en résulte 
^R 



dz 



= const, ou R = /z, ou x^ -h j' = ( A:^ — 1)2% 



équation d'un cône droit. 

On peut se proposer de déterminer le plan oscul^iteur de 
la courbe AmB, son rayon de courbure, le lieu des cen- 
tres de courbure , etc. Tous ces calculs sont simples et n'of- 
frent pas de difficultés. 

3. Nous terminerons cette étude en signalant une pro- 
priété remarquable de la courbe dont il s'agit. 

Tandis que le point m décrit la courbe AmB, le point T 
oii la tangente rencontre le plan perpendiculaire à Taxe 
mené par le sommet du cône , trace une développante de 
cette courbe. 

La démonstration est fort simple. Le triangle rectangle 
mPT donne 

— = — - 9 trou niT z=z z~ t 
ds m T dz 



n 
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et difleren liant 

d.mT = ds -h zd.--' 

dz 

dz 
Or on a vu plus haut que — est une quantité constante \ 

donc on a simplement 

d.mT := ds. 

Ainsi , quand on passe du point m à un point infiniment 
voisin mf , F accroissement infiniment petit de la tangente 
mT est égal à l'élément mm^ : donc, si l'on suppose un fil 
flexible et inextensible enroulé sur la courbe mm^B^ et qui 
s'en sépare tangentiellement suivant mT , et que l'on déve- 
loppe ce fil en le tenant tendu , son.extrémité T ne sortira 
pas du plan xo/, et tracera sur ce plan une développante 
de la courbe A/wB. 

« 

Cette développante est elle-même une spirale logarith- 
mique; car on a 

8in/3 

^ smp 



e 
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CHAPITRE IV. 

SUR LES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES. 



Étant donnée une équation' 

(l) F{x,jr,c) = o, 

dans laquelle le paramètre c peut recevoir toutes les va- 
leurs possibles, on se propose de trouver une courbe qui 
coupe à angle droit toutes celles que renferme cette équa- 
tion. 

Supposoi^s qu'on ait attribué à c une certaine valeur, et 
soient x, y les coordonnées du point où le lieu cherché coupe 
la courbe qui répond à cette valeur de c *, le coefficient an- 
gulaire de la tangente à la courbe en ce point est 7" '• "T" ' 

et le coefficient angulaire de la tangente au même point du 

lieu est -f^* On devra donc avoir 
ax 

d¥ 



. dy dx 

dy 

Et l'équation (i) est vérifiée par le même système de va- 
leurs de X et j". Si donc on élimine entre les équations (i) 
et (2) le paramètre c, qui varie d'un point du lieu à un* 
autre, l'équation résultante conviendra aux coordonnées 
d'un point quelconque du lieu \ ce sera donc l'équation diffé- 
rentielle de la courbe cherchée . Telle est la méthode géné- 
rale . 

Il peut arriver qu'au lieu de l'équation finie (i) , on ait 
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seulement Féqualion diflférentielle des courbes données 

(3) /(.,,-, |)=o. 

Dans ce cas, il n'y a plus d'élimination à faire ^ il suffit, 

pour obtenir l'équation des trajectoires orthogonales, de 

dy I 

remplacer dans Féquation (3) , — par — — • 

dx 
Quand l'équation (3) sera de la forme 



di 
dx 



y-^A|-'=°' 



dy dx 

le chaneement de -— en —9 ne modifiera en rien cette 

" dx dy 

équation diflerentielle. L'intégrale générale des trajec- 
toires orthogonales sera donc la même que l'équation finie 
des courbes données. Ceci s'explique en remarquant que 
la constante c entre alors au carré dans cette équation, 
laquelle représente ainsi deux courbes appartenant à l'un 
et à l'autre système. 

Nous allons appliquer cette théorie à divers exemples. 

1. Etant donnée une suite tT ellipses [ou hyperboles) 
homofocales , déterminer la courbe gui les coupe à angle 
droit (fig. 10). 

L'équation des ellipses de mêmes foyers F, F', rapportées 
à leur centre O et à leurs axes de direction commune , est 

{b^ H- c^)x^ H- b^x^ = b' [b^ + c») , 

c désignant l'excentricité constante, et b le paramètre va- 
riable , qu'il s'agira d'abord d'éliminer entre cette équation 
et la suivante : 

djr b^x 



dx (b- -f- c')j 



o. 
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L'équation résultante est 

dr 



(4) 'y i^i) + (-' - 



<fe-'-^=°' 



Elle convient également aux trajectoires orthogonales 
d'une suite d'hyperboles homofocales , puisqu'en changeant 
b^ en — i* dans le calcul précédent , on n'altère en rien 
l'équation (4). 

Pour l'intégrer j on la multiplie par-^> et il vient 

\xdx) \ x^ x^j xdx x^ 

Par cette transformation , on a introduit dans tous les 
termes j^', x*, et les différentielles j^rf^ , xdx; on est donc 
conduit à poser 

•et l'équation prend la forme 

(^) '(§)'+('-''-'^')S-''=°- 

Elle ne renferme les variables qu'au premier degré. 

Si on la différentie , comme on le fait d'ordinaire en pareil 
cas , on sera conduit à une équation renfermant en facteur 

-j^ ; d'où l'on conclut que l'on aura une intégrale particu- 
lière (au moins), en posant 

du ,, - 

— = const = a , d où « =. ar -f- p. 

D'ailleurs, sans différentier , on voit à priori que l'hypo- 
thèse M = a( -f- P transformera l'équation (5) en une équa- 
tion du premier degré en if , et comme on a deux constantes 
a , |3 , on pourra en disposer pour annuler le terme en t et le 
terme indépendant. Or il arrive que le terme en t disparait 
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de lui-même , et l'on a entre a et j3 la seule relation 
a =r ^- : donc u = - — î-— -f- S 



est Pintégrale générale de l'équation (5) , et, par suite , l'é- 
quation des trajectoires orthogonales est 

Cette équation représente, pour des valeurs négalwes 
de (3 , une suite dihyperbolçs ayant mêmes foyers que les 
ellipses proposées et qui les couperont à angle droit. Ce ré- 
sultat est facile à vérifier d'après les propriétés des coniques. 

Pour des valeurs positives de |3 , l'équation représente une 
série d'ellipses homofocales qui ne sont autres que les' el- 
lipses proposées , et qui répondraient au problème dans le- 
quel on supposerait donné un système d'hyperboles homo- 
focales. 

Nota. L'équation (4), divisée par ay, prend la forme 

\dx ) \ ^y ) dx ' 

dy 1 

d'où l'on voit que si l'on y changeait -r ^^ — ^r-? elle ne 

dx 
changerait pas \ par conséquent , elle ne diffère pas de l'é- 
quation différentielle qu'on eut obtenue en. éliminant i* 
«ntçe l'équation des ellipses proposées et sa différentielle 
immédiate. La remarque qui a été faîte plus haut dans là 
théorie était donc applicable, et pouvait dispenser 4cs cal- 
culs d'intégration auxquels nous avons eu recours , puisque 
l'intégrale était connue d'avance. 

2. Étant donnée une suite de paraboles ayant même axe 
et même foyer, déterminer la courbe qui les coupe à angle 
droit. 

L'équation des paraboles données , rapportées à l'axe et 
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au foyer commun , est 

dy p 
L'élimination de p entre cette équation et ^ • — h i = o 

donne 

\dx ) y dx 
d*où 



dy _ X ^ x-" -^ y 



OU bien 



dx y ' y 

xdx -f- ydy 

+ / f — dx == o. 

sj X' -hj' 



Le premier membre étant ^ne différentielle exacte, on a 
pour l'intégrale cherchée 

Elle ne diffère pas de l'équation des paraboles données. 
Selon qu'on attribuera à c des valeurs positives ou néga- 
tives, cette équation représentera deux séries de paraboles 
de même foyer, et chaque parabole du premier système 
coupera à angle droit toutes celles de l'autre système. 

Ici encore, l'équation différentielle étant du deuxième 

d'Y 

degré en -^ et ayant pour dernier terme — i, on pouvait 

se dispenser de chercher l'intégrale qui était connue d'à- 
vance. 

3. Déterminer les trajectoires orthogonales d'une suite 
(Thjperboles ayant un même centre et les mêmes sommets 
réels. 

En partant de l'équation a* j* — b^ x^ = — a* i', où b 
est le paramètre variable , on trouvera sans difficulté l'in- 
tégrale 
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A' est une constante arbitraire dont la valeur absolue ne 
doit pas dépasser le demi-axe transverse a. Si l'on donne à 
A des valeurs positives , on aura une suite de courbes que 
Taxe des x divisera en deux parties symétriques, et dont tous 
les points seront situés du côté des x positifs : ces courbes 
correspondront aux branches d'hyperboles qui s'étendent 
dans le même sens, t'inverse aura lieu pour des valeurs né- 
gatives de A; et comme en changeant A en -^ A, etj:en — x^ 
Téquation reste la même, il suffira de construire les trajec- 
toires qui répondent aux valeurs positives de A. 

Comme cas particulier , soit A = -; l'équation des tra- 
jectoires orthogonales devient 

Pour a: = a , on a 

X=±:a, ;7-=:o; 

on a ainsi deux points de la courbe où l'ordonnée est 
maximum. 

Si l'on pose x = a(i-+- z)^\\ vient 

« 

On voit immédiatement que, dès que la valeur absolue 
de z atteint ou dépasse l'utiité ,^ est imaginaire. 

Entre les limites des valeurs dez ^ on pourra développer 
l(i-hz) en série convergente et calculer approximative- 
ment les valeurs de l'ordonnée daiis le voisinage du sommet. 
Cette courbe fermée est divisée symétriquement par l'axe des 
X , et coupe cet axe en deux points situés de part et d'autre 
du sommet. En ces points, la tangente est perpendiculaire à 
l'axe des x. 

Nous nous bornerons à énoncer les solutions des pro- 
blèmes suivants : 
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4. Déterminer les trajectoires orthogonales d'une suite 
d'hyperboles équilatères ayant les mêmes asymptotes. 

On trouve des hyperboles équilatères ayant pour axes les 
asymptotes des premières. 

5. Déterminer les trajectoires orthogonales d'une suite 
de logarithmiques ayant un point commun et une ménie 
asymptote (fig. ii). 

L'équation des courbes données peut s'écrire 

m 

a 'étant le] paramètre variable , et /n la distance du point 
donné à l'asymptote;. 

L'équation des trajectoires orthogonales est 

h étant la constante arbitraire. Si on la suppose nulle ^ on a 



y 7. m 



Pour :r == o 5 on a j == o , lim - == oo . 

Pourar== w=îoA,ona y = ii= jw^ ==ii AB, — = o, 

l'ordonnée est maximum*, x ne peut dépasser w y' e, c'est- 
à-dire à peu près \m = oc ^ et pour cette limite, j- == o , 

f-==oc. 

ci.v 

6. Déterminer les trajectoires orthogonales d'une suite 
de droites qui ont pour eni^eloppe une parabole donnée 
En prenant Téquation de la parabole sous la forme 

y = ^px, 
on est conduit à une équaôon différentielle où y et x n'en- 

7 






T Dft^rmsr.^r fef trujt^itairss zr^ih'ir: -i^sL^ tîcme suîie 
IViqfUDoo «i** <!f% paraboles. •>!!. tr'>ave Ip^ c^-at^^^ ^^S^' 

y 
r ^ ce 

l^ doos-uneente est constante et égale a /? 

H. Détermmer les trajectoires ort'io^onales des courbes 
renfermées dans F équation di^êrentielle . 

On trooTe l'integrale » * — «Jn- — jr* = o i fcJimn de 
I>e9cartes^ 

9. Théokeme. — & ion conçoit deux cydoides égales 
ayant leurs base^ sur deux droites parallèles , et disposées 
de manière à se rencontrer^ elles se couperont onhogo- 
nalemenf. 



t 
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CHAPITRE V. 

QUESTIONS SUR LA CYCLOÏDE. 



1 . Péterrrùner un segment de cjcloïde CmP dont Vaite 
soit carrable (fig. 12). 

Soient CP = j:, wP=:j, P/i=:2, drcC/i = j, Co = <?; 

on sait que ^ = ^ -f- 5. Or 

aireC/wP = a:j — C/iP = x[z -\-s) — [\as — \[a — x)z\^ 
et réduisant , . 

aire Cm^ =1 \[x -\- a)z-\- [x — \a)s. 

Pour que cette expression soit algébrique et sans quadra- 
ture, il faut et il suffit que les termes où entre l'arc s dis- 
paraissent 5 c'est-à-dire que x=\a. 

Ainsi l'abscisse extrême (CP) doit être moitié du rayon 
du cercle générateur. 

On a alors 

. ^ 3 triangle D/ir 

aireCiwP== -r az=z 

4 2 

Ainsi le segment cycloïdal carrable est équi\f aient à la 
moitié du triangle équilatéral inscrit dans le cercle géné^ 
rateur. 

2. Déterminer un segment CIm (compris entre l'arc et la 
corde) dont V aire soit carrable. 

On a 

segm. CI/w = segm. CI/«P — triangle G/tP 

=i\az-^ \[x — a)s* 

Pour qu'il soit carrable , il faut et il suffit qttc j:= «, et 
alors ^ segm. CIm = 7 a*. 

7- 






ê 






* ' •» m 
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Ainsi V abscisse extrême doit être égale au rayon du cer- 
cle générateur^ et le segment est équii^alent au quart du 
carré inscrit dans ce cercle. 

3. Déterminer un segment mVm* Vdont Faire soit car- 
rable. 

On a /7iP/ii'P' = Ciw'P' — C/wP. 

Boicnt CP' = .r' , arc C /i' = s\ n' P' = z'; 

il vient 

/iiPm'P' = |[x'z' — j:z-+-ûr(3'— z)] + /(x' — l«)--.5(*--lû). 

Pour que cette expression soit carrable, il faut et il suf- 
fit qu'on ait 

/ X — \a 



s — j/— 1 



2 



a 



Cette équation n'est possible , 5 et 5' étant positifs, qu'au- 
tant que les abscisses x et x' seront toutes deux plus petites 
ou toutes deux plus grandes que | a, 

(Le contraire aurait lieu si l'on demandait que la somjnè 
des deux segments C m'P' -f- C m P , ou , ce qui est la même 
chose, le segment /w'CQPP', fût catTable. Les points P 
et P' devraient alors tomber, 1 un en deçà, l'autre au delà 
du milieu du rayon Co. ) 

On poura se donner, d'une infinité de manières, le rap- 

5' . 
port — Soit, par exemple, 5' =25. On tirera de l'équation 

précédente , 

, X a 

X = h -T • 

2 4 

Il Y a, de plus, entre a:: et a:', une autre relation prove- 
nant de ce que ces abscisses sont les sinus verses des arc« 
s et 5, dans le cercle de rayon a-, on a 

COS - = 2 COS^ 1 . 

a a 
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OU 



-I. 
a a 



Ces deux équations détermineront x et x\ Ce problème 
admet donc une infinité de solutions. 

4. Déterminer un segment mlLm' dont l'aire soit car-^ 
rable, 

L^aire mlim^ s obtiendra , en retranchant de la précédente 
Taire du trapèze m PP'/j*' ou^Jt' — x) (z'-f- j'4- z-hs]^ 
ce qui donne 

. /x -f- x' •— fl\ 
mUm' = ( flores carrables ) -f- 1-^' — ^) I ) • 

Comme s^ ne peut être égal à 5* , il faut et il suffit que 

x+x' = « ou CP=roP'. 

Ainsi les points P, P' devront tomber entre le sommet C 
et le centre o , et ils seront respectii^ement à égale distance 
de ces deux p oin ts . 

De plus, on reconnaît aisément que le segment'carrable 
mlLm^ est équivalent à la différence des deux triangles 
Dn'V'etDnV, 

Si les points P et P' tombent, Tun ausonunet C, l'autre 
au centre o, on retrouve le segment CI m' considéré (2^) , 
lequel est équivalent au seul triangle Dn^o (l'autre s'éva- 
nouissant), c'est-à-dire au quart du carré inscrit dans le 
cercle générateur. 

5. Déterminer un segment mCQ, tel que la distance 
de son centre de gratuité au sommet C soit exprimable 
sans quadrature par une formule algébrique. 

Désignons par X| cette distance , par a le segment circu^ 
laire C/iP-, on a 

X, = — 9 

xr — « 
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OU bien , eu égard aux relations • 

jr z= z-^- s ^ 0L=z\as — \[a — x)z^ \l^ax — x'^ •== z', 

___ (4 j:*H-<7x -+- 3âr^) 2 -4- 3 (2 jc'— fl^) * 
6(x + a)z-h6(2J7 — a) s 

* 

Pour que celte expression devienne algébrique, il faut 
qu'elle'soît indépendante de l'arc s : on ne saurait égaler à 
zéro les coefficients de s dans les deux termes-, car les deux 
équations en x seraient contradictoires. Mais on devra éta- 
blir, entre les coefficients de 5, le même rapport qu'entre les 
parties algébriques du numérateur et du dénominateur, 
c'est-à-di re^poser 

,, ix^-Jr ax-^- Za^ 3 (2jc' — û') 

(1) ~ =— ^^ -'> 

X -^ a 7.x — a 

a^que} cas l'expression de x^ «e réduira évidemment à 

4 x' -H ûx + 3 a^ 

' 6(x-f-«) 

qui est indépendantejde s, 

(On arrive à la même condition, en exprimant que la 
dérivée de x^^ par rapport à s est nulle. ) 

L'équation (i) se réduit à 

x[x — 2fl)'= o ; 

d'où j;=2fl = CD, et, par suite, x^=:la. 

Ainsi, le seul segment compté à partir du som,met , 
dont le centre de grav^ité puisse être déterminé par une 
formule algébrique ^ est la cyclo'ide entière. 
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CHAPITRE VI. 

THÉORÈMES SUR^LES ENVELOPPES. 



M. Magnus a démontré (annales deGergonne, t. XVl)? 
par une analyse assez compliquée , plusieurs théorèmes in- 
téressants sur les enveloppes des cordes d^une courbe plane 
assujetties à certaines conditions. 

La Géométrie pure fournit de ces théorèmes des démons- 
trations fort simples , que nous présenterons comme exer- 
cices de synthèse infinitésimale. 

Les trois premières propositions sont conformes à celles 
de M. Magnus ^ la quatrième manifeste une propriété nou- 
velle de l'enveloppe des cordes de contact d'un angle cir- 
conscrit à une courbe plane. 

1 . L'enveloppe des cordes qui sous-tendent des arcs de 
même longueur dune courbe plane quelconque , touche 
chacune de ces cordes en un point qui est le symétrique, 
par rapport au milieu de la corde, du point où elle est 
coupée par la bissectrice de l 'angle des tangentes menées 
aux extrémités de l'arc. 

Considérons deux cordes inCniment voisines AB, A'B', 

qui se coupent en I {fig* i3). Puisque les arcs AB, A'B' 

ont même longueur, Tare A A' sera égal à Tare BB' ; or les 

deux triangles AA'I, BB'I, qui ont un angle égal en I, 

donnent 

A1_AA^ sinSAa AA[ B^ 

BÎ "" bF * sinSB'I ~" BB' ' A'S ' 
Si Ton passe à la limite, on a • 

,. AA' ,. B'S BT ,. AI Ao) 
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T étant le point de concours des tangentes en A et B, et w 
la limite encore inconnue des positions du point I, c'est-à- 
dire le point où l'enveloppe touche la corde 5 donc 



Aw_ BT 
B^^ AT 



Mais si H est le point où la bissectrice TH coupe la corde AB, 



BT BH j 



« BH ,, , (Aw = BH, 

— d ou 



Bw AH' (Bw = AH: 

ce qui démontre que le point w est symétrique du point H 
par rapport au milieu de AB. c. q. f. d. 

Dans le cercle, ces deux points se confondent avec le 
milieu de la corde. 

2. Uens^eloppe des cordes de jnêirie longueur y dans une 
courbe plane quelconque, touche chacune de ces cordes 
en un point gui est le symétrique , par rapport au milieu 
de la corde y du pied de la perpendiculaire abaissée j sur 
sa direction, du point de concours des tangentes à ses 
extrémités. 

Soient AB, A'B' deux cordes infiniment voisines et égales : 
de leur point de concours I comme centre, décrivons les deux 
arcs A'a, B'ft ^ on aura 

a6 = A'B' = AB, d'où Atf = B^, et ^ = «7-T- 

Lorsque A'B' se rapproche indéfiniment de AB, les di^^ 
rections des cordes h! a^ B'6 tendent à devenir perpendi- 
culaires à AB5 donc 

,. Ma ., Afl.tangSAl ,. taogSAI 
'"" FÂ = '"" B 6 : tang SBI = ^"° ^[ïipBÏ ' 

Soit H fc pied de la perpendiculaire abaissée du point s 
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sur AB*, on a 

langSAI BH , ,. A! a ,. BH 

tang SBI AH ^ B' b AH 



et y par suite, 



,. AI ,. BH 
*"•" Bî = '*"" AH 



Mais la limite du* point H est le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point de concours des tangentes sur AB ; le 
théorème est donc démontré. 

3. L'enveloppe des cordes qui sous-tendent , dans une 
courbe plane quelconque , des segments équis^alents , tou- 
che chacune de ces cordes en son milieu (fig. i5). 

Puisque les segments AA'B, A'BB' sont équivalents, il 
en sera de même des deux secteurs lAA', IBB'; et, comme 
la limite du rapport de chaque secteur au triangle homo- 
logue est Tunité , on aura aussi 

,. triangle I A A' ,: lA.IA' 

triangle IBB' IB.IB' ' 

ÏÂ lA 

ou lim — = I , ou enfin lim =— = i . 

C. Q. F. D. 

On peut démontrer ce dernier théorème par le calcul , 
d'une manière assez simple; cependant la démonstration 
géométrique a Favantage. Voici la démonstration analy- 
tique que nous proposerions : 

Equation de la courbe AB ... y = 9 [xi) \ % 

( I ) Equation de la corde AB .... yzzzax-^-h^ 

condition d'invariabilité du segment , 

' [(p (.r) — ax — h\dx z=. const. 

■»■- 
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Si l'on diderentie réquation (i) par rapport au paramètre a , 
en y regardant b comme une fonction implicite de a , déter- 
minée par l'équation (2) , il vient 

(3) ^ + --=0. 

Le point de contact cherché sera déterminé par le système 

des équations (i) et (3), après qu'on y aura remplacé — 

par sa valeur tirée de l'équation (2). En difierentiant sous 
le signe somme , on a 



r {'- 






Or 

et, si l'on effectue l'intégration indiquée , il reste 



' -' db 



jr, -2^0 



-t- — (j:, — j:o)= o; 



d'où 

da 



2 da 

db Xfi -t- ^1 



Cette valeur, substituée dans l'équation (3), donne, pour 
Tabscisse du point de contact de la corde et de l'enveloppe, 



Xq -+- J7| 



Ce qui démontre le théorème énoncé. 

4. L'ern^eloppe des cordes de contact d'un angle T 
invariable, circonscrit à une courbe plane y touche chaque 
corde en un point qui la divise en deux segments propor- 
tionnels aux projections des rayons de courbure adjacents 
sur la direction de la corde (fig. i6 ). 

Soient AB, A' B' deux positions infiniment voisines de Ja 
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corde de contact-, (p, <f' les angles que les tangentes AT, BT 
font avec une droite fixe ; AC , BD les rayons de courbure 
des points A et B. 

Puisque Tangle ATB doit rester invariable , on aura 

<p — ç' = const. ; d*oii d<f = d^' , 

^ i. AA' ,. BB' ,. BB' 

Or AC =z lim , BD = hm t"? = "^ -7- '• 

dy d<f a^ 

donc 

AC ,. AA' 

bd = '^™bF' 

On a, d'ailleurs (1*^), 

,. AI ,. AA' sinTAB ,. AA' ces BAC 
BI BB' sin TBA BB' ces ABD ' 

donc , en désignant par o) la limite des positions du point I , 

Aa> _ AC. ces BAC _ AH 
B^' ~ BD. ces ABD ~ BK * 

C. Q. F. D. 

Dans le cas du cercle, les points H et R, et par suite le 
point 0), se confondent avec le milieu de la corde. 

Ce théorème n'est pas celui de M. Magnus-, la propriété 
démontrée analytiquement par ce géomètre se résume dans 
la construction suivante : 

Le point de contact de la corde et de l 'enveloppe est 
le symétrique , par rapport au milieu de la corde^ du point 
oii celle-ci est coupée par la perpendiculaire abaissée du 
sommet T de V angle circonscrit, sur la droite RS qui joint 
les milieux des diagonales du quadrilatère ABDC. 

Pour déduire cette construction du théorème précédent,- 
tout se réduit à prouver qu'en désignant pare le point où 
la perpendiculaire abaissée du point T sur RS rencontre AB, 
on a 

As BK As BD.AT 
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Cette relation constitue une propriété apparlenant à 
tout quadrilatère ( ABDC), dont voici l'énoncé : 

Si, par le point de concours (T) (fig. 17), des perpen- 
diculaires éleuées de deux sommets consécutifs ( A, B) sur 
les côtés opposés (AC, BD) qui j aboutissent , on mène 
une perpendiculaire (Te) à la droite (RS) qui joint les 
milieux des diagonales, cette perpendiculaire dii^isera le 
côté AB en deux segments (Ae , Be) inversement propor- 
tionnels aux projections des côtés AC et BD sur AB. 

En effet, soient P, Q, X, Y les projections des som- 
mets A , B, C , D sur la droite Te, a et j3 les inclinaisons 
de AT et de BT sur la même droite ^ on a 

Afi AP ._ AP ^^ BQ A/. ^X „,_ QY 

^- = z;7r> AT=-; 5 BT=:-: — ^5 AC = -; 9 BD = -;; — -^ 

B s PQ sm a sin p sm a sm ^ 

,, ^ BD.AT AP QY „^ ^^ 

car, soit O le point de rencontre de la médiane RS avec la 
perpendiculaire Te , on a 

PX =r PO + OX = PO + OQ = OY -f OQ = QY ; 

donc, enfin, 

BD.AT AP As 



AC.BT BQ Be 

C. Q. F. D. 

5. Nous terminerons ce chapitre en démontrant, par la 
synthèse géométrique, diverses propriétés appartenant à 
une classe particulière de courbes enveloppes , aux caus- 
tiques par réjlexion dans le cercle* 

Rappelons d'abord la formule de Petit {fig. 18). Soient 
Pie point lumineux, Pm , Pm' deux rayons incidents infi- 
niment voisins, mB, m'W les rayons réfléchis correspon- 
dants qui se coupent au point T. Ce point T, à la limite, 
appartient à l'enveloppe des rayons réfléchis , c'est-à-dire à 
la caustique. Soient Pw = /7, Tm=:p'^ Am==^a, 
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La formule de Petit établit une relation entre p, p' et a. 
Voici comment on y parvient. 

L'angle d'incidence étant constamment égal à Tangle de 
réflexion, les rapports des accroissements différentiels de 
ces deux angles à l'élément mm! de l'arc du cercle réflec- 
teur seront égaux, ces rapports étant pris à leurs limites. 
On a ainsi 

ce — AA' BB' — ce 

— == . — , 

mm mm 

ou, comme CC = mm', 

AA' BB' 

2 = ;H ,' 

mm mm 

Or, à cause des triangles semblables (mPm', APA') , 
(mTm', BTB'), on a, en prenant toujours les rapports à 
leurs limites, 

AÂ' _ PA _ 4fl— /? BB^ _ ^a — p' 
mm' Pm p mm' p' 

Substituant dans l'équation précédente , il vient 

I I I 



(0 

p p a 

La figure suppose le point lumineux P intérieur au cercle. 

Si le point P était extérieur au cercle, il faudrait chan- 
ger le signe de p dans la formule (i). 

Nous nous bornerons à considérer le cas où le point P 
est situé sur la circonférence du cercle réflecteur (fig. 19). 

Si dans l'équation (1) on fait p = /\a^onen tire p' = i a ; 
c'est-à-dire mT=^Bm. Le rayon réfléchi touche la caus- 
tique en un point dont la distance au point d incidence 
est le tiers de la corde que produit ce rayon. 

Si l'on prend sur le prolongement de PO une distance 
OR égale au tiers du rayon du cercle , AR sera égale à ^ PA 5 
on sorte que le point R sera celui où la caustique rencontre 
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le diamètre PA qui est à la fois rayon incident et réfléchi. 
Ce diamètre est évidemment un axe de la courbe. 

Un cercle décrit sur PR comme diamètre , interceptera 
sur chaque rayon incident Pm un segment égal aux | de ce 
rayon; par conséquent, le segment extérieur sera précisé- 
ment égal au rayon réfléchi mT, ce qui fournit un moyen 
simple de construire la caustique par points. 

La droite RT est parallèle à la normale Ow. En effet, 
Om étant bissectrice de l'angle P m S, on a 

OS OP _ |OP _OR 
wS ~~ iwP ~~ ^/w P ~~ ^' 

Cette propriété fournirait aussi une construction graphique 
de la caustique. L'équation de cette courbe en coordonnées 
polaires s'en déduit très-simplement. En effet, prêtions le 
point R pour pôle et le diamètre PRA pour axe , et posons 
RT = r, angle TRA = 0, Om = i. En projetant le con- 
tour polygonal ORÏm sur Ow, on a 

Om = OR CCS + RT 4- /wT cos 7 0, 
ou 

b = -cosô + r-hjàcos^j9', 

d'où l'on tire 

(2) r = |^(i — COS0). 

La caustique est donc une épicycloïde engendrée par un 

point de la circonférence d'un cercle de rayon - > roulant 

sur un cercle fixe de même rayon et concentrique au cercle 
réflecteur. 

Cette épicycloïde touche l'axe de symétrie PA au point 
R, qui est un point de rebroussement , et elle a en P un 
contact du deuxième ordre avec le cercle réflecteur. 

Cherchons la longueur de l'arc PnT que nous désigne- 

dr 
rons par 5. L'équation (2) fournit la valeur de —qu'on 
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substitue dans l'expression de ds^ et il vient 



d'où 



A h 



« = — C0S7Ô = ^Vm, 



ou encore 



sz=Vm + mT. 

Ainsi la caustique est rectifiable, et l'arc compté à partir 
du point lumineux est égal à la somme des deux rayons 
mcident et réjléchi (ce dernier étant limité au point où il 
touche la caustique). 

La longueur de la demi -caustique PnR est égale au 
double de sa corde PR. 

Si l'on prolonge mT d'une quantité mV égale à /wP, on 
aura arc PwT = TP'-, par conséquent, le lieu des points P' 
est une développante de la caustique. L'équation de ce lieu 
s'obtient en projetant le contour polygonal PO/wP' sur PP', 
qui est parallèle à Om. Soient PP'=R, P'PA=0 ; on trouve 

R = 2^(H- COS0). 

Ainsi , la dé^^eloppante de la caustique est une nouvelle 
épicycloïde engendrée par un cercle de rayon b (c'est-à- 
dire triple de celui du cercle générateur de la caustique) 
roulant sur un cercle de même rayon, qui n'est autre que le 
cercle réflecteur. Les deux épicycloïdes sont tournées en 
sens inverse. 

Ces derniers résultats pouvaient être obtenus sans calcul , 
en remarquant que le point P' appartient visiblement à un 
cercle égal au cercle réflecteur, dont le centre o' est sur le 
prolongement de om , et dont l'arc mV égale l'arc mV. 
Conséquemment , si l'on faisait rouler le cercle o' sur le 
cercle o, à partir du point de contact P, ce dernier point, 
emporté avec le cercle mobile , décrirait la développante 
dont il s'agit. 
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Dans le cas général où le point lumineux P est place 
d'une manière quelconque dans le plan du cercle réflecteur, 
le lieu des points P', tels que mP' = mP, estnne épïcycloîde 
rallongée ou raccourcie , selon que le point lumineux est 
intérieur ou extérieur au cercle. 

La seconde épicycloïde remplirait évidemment le rôle 
d'une caustique relative à un cercle réflecteur concentrique 
au premier, et d'un rayon triple. Or, cette épicycloïde a 
pour développée la première épicycloïde, c'est-à-dire la 
caustique proposée. On conclut de là que la caustique pro- 
posée a elle-même pour déi^eloppée une troisième épicy- 
cloïde ou caustique relative à un cercle réflecteur concen- 
trique au premier j et d'un rayon trois fois plus petit. 
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CHAPITRE VII. 

EXERCICES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS, 



1 . Déterminer, parmi toutes les lignes d'une longueur 
donnée et terminées à deux points fixes (A, B), celle pour 
laquelle la somme des produits de chaque élément ds par 
le carré de sa distance à la droite AB est un majcimum. 
Cette somme représente, en Mécanique , le moment dU- 
nertie d'une ligne matérielle supposée homogène. 

(Ce problème a été proposé au concours d'agrégation 
de 1848 par M. Sturm , qui a fourni sur ce sujet plusieurs 
indications utiles à Fauteur.) 

Prenons la droite AB pour axe des x [fig^ ^0)9 et le 
point A pour origine-,, l'intégrale qu'il faut rendre maxi- 
mum est I [j^ -H z^) ds^ b désignant la distance AB^ et 

si 2 /désigne la longueur donnée de la cout*be, on doit avoir 
h 
ds ■=. il. 



X 



D'après la règle d'Euler pour les maxima relatifs , on 
posera 



X 



h 

o 



Nous allons d'abord démontrer que la courbe est plane. 

Comme les limites sont fixes , on peut ne pas attribuer 
de variations à Tune des coordonnées 5 nous choisirons x 
pour la symétrie. En effectuant, d'après celte convention, 
les différentiations indiquées par le signe d dans Téquation 

8 
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précédente, puis égalant séparément à zéro les coefficients 
de dj exdz ^ on obtient les deux équations 

dy 

dz 
^ ' ds 

Si Ton multiplie la première par z , la seconde par j^ et 
qu'on retranche les produits , on a une différentielle exacte 
dont l'intégrale est 

. . I dy dz\ 

dy dz 
au point A , ^ et j^ sont nulles ; d'ailleurs les cosinus -j-^ ~r 

restent finis : donc la constante c = o. Par suite, comme 
le facteur (y* -h 5* -h a) (qui se réduit à a au point A) 
n'est pas nul pour tous les points de la courbe , il faut que 
L'autre facteur soit nul. 

On a donc zdy — jrdzz=zo, 

d*où zz=: hy^ 

équation d'un plan conduit suivant Taxe AB, et dans lequel 
est située la courbe. 

Prenons ce plan pour celui des 3cy, Afin de déterminer 
plus simplement la forme de la courbe, il convient de 
reprendre le calcul en partant de l'équation 

§,[a — j-' ) r/.ç =;= o , 



X 



dans laquelle on pourra ne pas faire varier l'ordonnée j. 
On obtient ainsi, sans difficulté, l'intégrale première 

/ V / . dâc 

C étant une constante arbitraire. 
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On peut toujours faire en sorte que — soil positif au 

point A , en y plaçant Torigine des arcs. Cela posé , Fëqua* 
tion ( I ) montre que les constantes c et a sont de même signe , 
et, de plus, que c est <^a , puisqu'elle donne, au point A, 

c = a ( — J • Remarquons, en outre, que — ne peut deve- 
nir négatif en aucun point de la courbe, car il faudrait, 

dx 
pour cela , que — , qui est une fonction finie et continue 

de 07, passât par zéro 5 d'où résulterait c = o : ce qui est 
impossible. Ainsi , Tare et Tabscisse varient constamment 
dans le même sens de A en B. 

Il y a un point C [^fig- 21) dont l'ordonnée est maximum , 

pour lequel— = i. L'ordonnée de ce point est va — c, 
quantité réelle d'après ce qui a été dit ci-dessus, et pour 

y ————— dx dv 

toute valeur dej^ ^ ya — c, — serait ^ i, ou ~ imagi- 
naire. On voit ici pourquoi nous sommes partis de l'é- 
quation I è [a — j*)rf5= o, et non pas de celle-ci : 

t/O 

h 
S {j* -h a) ds = o^ qui diffère de la précédente par le 



X 



signe de l'indéterminée a. En effet, cette seconde forme, 
tout aussi admissible que l'autre à priori , nous eût con- 
duit à l'ordonnée maximum y = s/c — «, et comme c<^a^ 
cette ordonnée eût été imaginaire. 

La propriété de maximum dont jouit la courbe AwB 
apprend que cette courbe doit être concave vers Taxe des x 
dans tout son cours; car si elle était convexe dans le voisi- 
nage de A , par exemple (fig- 22), comme elle doit aboutir 
en B, elle devrait présenter quelque part un point d'in- 
flexion E-, or, en repliant l'arc rentrant EmF autour de la 

8. 
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rorde EF pour le mettre en saillie Em'F, on agrandirait 
visiblement les distances des divers éléments de Parc à 
l'axe AB, sans changer leurs longueurs; et, par suite, l'in- 
tégrale I y^ds^ serait plus grande pour la courbe Am'B 

que pour AmB, ce qui est absurde. La concavité de la 

dx 
ds 



dx 
courbe vers Taxe étant établie , il en résulte que — va en 



dx 

croissant avec 5; donc —l — est positif, et, par suite, en 

différentiant Téquation (i), on voit que la constante a est 
positive. 

On tire de l'équation (i) , 

yl) dx = "~ 



\'(^ — x'Y — c' 



Cette valeur de dx est affectée du double signe ± ; mais 
le signe -f- seul doit être pris à partir de Forigine A jus- 
qu'en C, puisque, dans cet intervalle, y croît avec a:; et, 
de C en B, on doit prendre le signe — -, ainsi, pour des 

valeurs de -j- égales et de signes contraires, on a des va- 
leurs égales de j^ : on en conclut que la courbe est symé- 
trique par rapport h la perpendiculaire à l'axe des x menée 

dy 
par le point C, pour lequel ~- = o. Soit AB = 2 i, l'ab- 
scisse AD du point le plus haut sera égale à i , et l'on aura 




dy 

[3] 



première équation de condition entre les constantes a et c. 
Puis , comme la longueur de l'arc AC doit être égale à /, on 
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aura , entre les mêmes constantes, réquation 



(4) 




>/{a^r-Y^c-' 



mais ces quadratures ne sont pas exécutables. 

Si la longueur donnée / différait peu de &, en sorte que la 
courbe ACB dût s'écarter peu de la corde AB , on pourrait 
négliger y'' sous le radical, et l'expression de dx devien- 
drait intégrable. Ne considérons que la moitié AC de la 
courbe, ce qui est permis, vu la symétrie 5 et, pour l'ho- 
mogénéité, remplaçons a par a' et c par ma'^ m est <^ i . 

Nous aurons 

am ,df 



dx =z — — 



d' 



ya' (i — 771*) — 2^ 



ou 



v^ 



sin 



ma ' 



c'est Féquation d'une sinusoïde. 

Pour j:=i, l'ordonnée doit atteindre son maximum; 
d'où l'on conclut 

b ^2. rr 
ma 9. 

a \/j — m^ 2.b sfi 



L'ordonnée correspondante est 



m 



1 mit 

par suite, l'équation de la courbe prend la forme 



bs/i — 



m^ . TTJP 



J' = z sm 



mit 2 b 



où il ne restera plus que la constante m à déterminer, par 
la condition que la longueur du demi-arc AC soit égale à /. 
La valeur de m dépendra d'une fonction elliptique. 

Bien que nous n'ayons considéré que le signe H- du ra- 
dical, dans l'intégration précédente, l'équation (d- dessus 
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n'en représente pas moins toute la courbe , puisque la va- 

leur de -j- qu'on en tire, change de signe quand x atteint 
dx 

et dépasse h , et reprend de x = è à a: =2 6, les mêmes va- 
leurs absolues que àex=zokx=b, 

L'équatîon (2) se présentera de nouveau dans un pro- 
blème de mécanique , que nous traiterons dans la troisième 
partie de cet ouvrage (livre premier, chapitre IV). 

2. Etant donnés deux plans parallèles, et un point A 
dans Vun d'eux, on propose de mener de ce point à 
Vautre plan y une ligne de longueur donnée, telle que 
Vaire de la surface cylindrique ayant cette ligne pour di- 
rectrice ^ et pour génératrices des peiyendiculaires ter- 
minées aux deux plans, soit maximum ou minimum 
(fig- 23). 

Soit MAN le plan qui renferme le point donné A ; pre- 
nons l'autre plan pour celui des xy, et pour axe des z la 
perpendiculaire abaissée du point A : soit Ao = A; ^o>^o 
les coordonnées du point indéterminé B, où la ligne cher- 
chée doit rencontrer le plan des xy. Puisque la hauteur h 
de la surface cylindrique est constante , l'aire de la portion 

' sJdx^-{-dy^. Cette in- 

o 

tégrale doit être maximum ou minimum, en même temps 
que I ds 0X1 l s/dx^ + dy^ -h dz^ doit être égale 

«/O •''O 

à une constante /. 

La règle des maxima relatifs fournit Téquation 



o 



o; 



en la développant, on lrou\c Içs trois équations diflercn- 



1 
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lî elles : 



, / do: de \ 

^•^ \fdx^ ■+- dy ' 



dz 



qui se réduisent, comme ou sait, à deux distinctes. D'ail- 

ds 



leurs 5 en multipliant la première par — > la deuxième 



par — ? la troisième par -7- 1 et ajoutant les produits, on 

trouve une identité. 
L'intégration donne 

dx dx , 

«•*• sjdx'^-^dy'' 

(■) {'i^a—M^^ÇH, 

ds ^^1 _^ dy ' 

dz 
ds 

C, C, C sont trois constantes arbitraires, entre lesquelles 
il existe une relation que fournit la condition 

dx\^ { dyX"^ 1 dz\ 



m 



mais il est inutile de la chercher. 

Quant à l'équation aux limites , les termes relatifs à la 
limite fixe A disparaissent, et ceux relatifs à la limite B se 
partagent dans les deux équations suivantes : 

f dx dx \ f dr dy \ 

yd-^ Sldx'^dy^jx, \ds s/dx'--hdy'Jx, 

où X et y doivent être remplacées par les coordonnées Xq . 
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y-Q du point B. Mais, comme les premiers membres de ces 
équations sont constants pour tous les points de la ligne 
cherchée, en vertu des équations (i), les constantes C et C 
sont nulles; par suite, les deux premières équations (i) se 
réduisent à 



dx ( ads \ dy ( ads 

On y satisfait d'abord en posant 



dx dy 

ds ds ^ 

ce qui indiquerait , pour la ligne cherchée , la direction de 
l'axe 0^5 Taire de la surface cylindrique correspondante 
serait nulle. 

Cette solution peut être admise comme un minimum 
dont la surface cylindrique s'approche indéfiniment , à me- 
sure que le point B se rapproche de l'origine o , et que la 
ligne A/7^B tend à prendre une direction perpendiculaire 
aux deux plans. 

On satisfait ejicore aux équations (2) en posant 

(3) sjdx^ 4- f(r = + ads = o. 

Or on a 



sjdx'^ -h dy"" = \Jds^ -^ dï'\ 
on en conclut 

dz=zdo.\J \ — a"^ . ds. 

Ce résultat s'accorde avec la troisième des équations (i) 
qui est une conséquence des équations (2). L'intégration 
donne 



=: \Ji — à' 



s. 



En convenant de compter l'arc s , à partir du plan des a,j. 
on déterminera la constante a par la condition que , pour 
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z =. h^ on ait s = l^ d'où ^ i — a* = — . On a eniiu 



/ 



Ainsi, Tanalyse ne fournit qaune relation entre l'arc, 
compté à partir de Tun des plans , et Vordonnée perpendi- 
culaire à ce plan ^ l'ordonnée croît proportionnellement à 
l'arc : la ligne cherchée est donc une hélice. Quant à la sur- 
face cylindrique sur laquelle cette hélice est située, et dont 
Taire est un maximum, elle est indéterminée de forme et 
de position \ seulement, l'arc o«B . qui lui sert de base, sera 
assujetti à une condition de longueur. En eflel , désignons 

par a Tare B/i dont la dilïérentielle est sj dx* -{- dj^ -^ l'é- 
quation (3) dans laquelle on remplacerai par sa valeur, 
donne 

da = as , d ou o" = Sy 



et si Ton fait 5 = /, on en tire arc B na == sjl^ — A*. Tous 
les cylindres qui auront pour base une courbe de cette lon- 
gueur, quelle que soit d'ailleurs sa forme , auront une aire 
équivalente à Faire maximum. 
Réciproquement , quand on aura fait choix d'une courbe 

onB dont la longueur soit y^/* — A* , la figure de la ligne 
A /TiB sera déterminée parla condition qu'elle soit un arc 
d'hélice tracé sur la surface cylindrique AonB. 

En effet , soit z l'ordonnée mîi correspondant à un arc 
B^i = 0", on aura z =:^ k g^ k étant un coefficient existant 
dont la valeur s'obtiendra en faisant à la fois 

h 



z=:h, T=V/' — A% d'où >< = >- 

vi , par suite , 

/* 
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On en conclut la difiiérentiellc de Tare 5 ou B/71 : 

, / p h^ i 

ds = s/(itT^ -h dz^ = dzi/ i -\ — = - dz, 

y h* h 



d'où 






et pour z ^=ih^ s =^l ^ ce qui devait être. 

Solution synthétique du même problème . — On peut ob- 
tenir sans calculs tous les résultats auxquels nous venons 
de parvenir. 

Supposons que la surface cylindrique qui jouit de la pro- 
priété du maximum ait été développée sur un plan; le dé- 
veloppement sera un rectangle AoQM, dont la base oÇ^ 
aura même longueur que l'arc o« B , et puisque la hauteur 
Ao est une constante donnée A, cette base devra être maxi- 
mum , en même temps que la ligne* menée du point A au 
point Q (transformée de la ligne AmB), aura une lon- 
gueur donnée/; ilJPaut donc que cette tranformée soit une 
ligne droite, et, par suite, la ligne A/nB dans Fespace sera 

un arc d'hélice. De plus , on aura oQ = \//* — h^. Telle est 
donc aussi la longueur de l'arc o//B , base de la surface cylin- 
drique, etc. 

Remarque. — Si le point B, au lieu d'être seulement as- 
sujetti à être situé dans le plan des xj^ avait été donné par la 
question , ainsi que A , en sorte que la ligne cherchée dût 
aboutir à djeux points fixes des deux plans , la synthèse pré- 
cédente subsisterait sans modification , et la ligne qui , me- 
née du point A aupoint B, engendrerait une aire cylindrique 
maximum, serait toujours un arc d'hélice. Mais, indépen- 
damment du maximum, il existe alors une' aire cylindrique 
minimum , différente de zéro. En effet , la surface cylindri- 
que dont Faire est minimum, doit avoir pour base, sur le 
plan des xy ^ la ligne la plus courte que Fon puisse tracer 
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du point o au point B. Donc , cette base sera la ligne droite 
oB, et, par conséquent, la surface cylindrique sera le plan 
AaBC. 

Quant à la directrice qui va de A à B , sa figure est indé- 
terminée : elle doit seulement satisfaire à la condition que 
sa longueur soit égale à /. Le problème ne sera possible 
qu^autant que Ton aura 



>\lh^ 



oB 



Il est à remarquer qu'ici la surface cylindrique à aire mi- 
nimum est déterminée, et la ligne AmB reste arbitraire, 
tandis que pour la surface cylindrique à aire maximum, 
c'était le contraire qui avait lieu. 

Le calcul des variations, appliqué au cas qui nous oc- 
cupe, où la limite B est supposée fixe, ne rend pas un 
compte exact des faits que la synthèse a mis en évidence 
d'une manière si simple : 

L'équation aux limites est alors identique et ne fournit 
plus aucun renseignement sur les constantes C et C qui en- 
trent dans les deux premières équations (i). En les divisant 
Tune par l'autre , on trouve 

- = _, dou r=c^- 

La projection de la ligne AmB sur le plan des ocy est 

donc la ligne droite oB , e t , par suite , la surface cylindrique 

se réduit au plan AoBC. Comme les coordonnées Xq^Jq du 

C r 
point B doivent vérifier l'équation précédente , on a ^=~ ^ 

Ce rapport est ainsi complètement déterminé , indépendaHH- 
ment de la constante a et de la longueur donnée /; mais 

Tcquation -- = ~ ne peut tenir lieu des deux équations (i) ^ 
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et si Ton remplace dans l'une d'elles -- par sa valeur, et 



sjdx^-^- dy^ ipaLT^ds^ — t/s% on en tire 

dz 

—- = CODSt. 

cix 

La projection sur le plan des zx serait donc aussi une ligne 
droite, et, par suite, la ligne A mB dans l'espace serait 
droite , ce qui est en contradiction avec les résultats obte- 
nus plus haut. 

La règle d'Euler, pour les maxima relatifs, paraît donc 
ici en défaut. Cette anomalie tiendrait-elle à ce que le 
point B étant donné de position, la projection de la ligne 
cherchée sur le plan des xy est par cela même déterminée, 
^ans que la longueur l de la ligne j entre pour rien^ en 
sorte que celle-ci reste entièrement arbitraire? L'intégrale 



s/dx' 



Hj^ étant alors un minimum absolu, la re- 
cherche de la surface cylindrique , dont l'aire est minimum , 
ne serait pas , à proprement parler, une question de mini- 
mum relatif. 

3. On suppose que la différentielle d'une fonction T des 
variables x^jy z soit exprimée par 

(i) r/T = X£/x4-Y^/H-Z^3, 

X, y^ z étant des fonctions connues de x, y^ z. et Von 
propose de déterminer , entre toutes les courbes terminées 
à deux points donnés j celle pour laquelle Vintégrale 

Jf T!ds est un minimum [ds est l'élément différentiel de 

l'arc de la courbe cherchée, etoTo 5 «^i désignent les abscisses 
des deux points donnés) \ on doit avoir 

i S{Tds) = o, 
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OU 



CHP'-^P-" 



ds j 



^//3l4-r/.f(X^îj^-hY^7 4-Z(î«) =0. 



Intégrant par parties les termes où les caractéristiques <î, d 
sont superposées , et remarquant que la partie hors du 
signe / qui provient de cette intégration est identique- 
ment nulle à cause des limites fixes, on trouve les trois 
équations 

dx 

(l.T — Hds =z o, 

as 

as 

dz 
d.T -;- — Jjds =0: 
ds 

deux d'entre elles comportent la troisième, en vertu de la 
relation (i). Ces équations sont précisément celles qui dé- 
terminent la figure d'équilibre d'un fil flexible et inexten- 
sible attaché aux deux points donnés , et dont chaque point 
est soumis à l'action d'une force ayant pour composantes 
rapportées à l'unité de longueur, X, Y, Z; la fonction (T) 
représente la tension en ce point. 

Cette remarque nous dispense d'insister sur l'intégration 
de ce système d'équations. 

Si la courbe cherchée avait été assujettie à avoir entre 
les deux points extrêmes une longueur donnée /, on aurait 
posé, conformément à la règle des maxima relatifs. 



J x^ 



$(T -ha)ds=.o, 



a étant une constante indéterminée-, et il est clair qu on 
serait parvenu à trois équations qui n'auraient différé des 
précédentes, qu'en ce que T aurait été changé en T -h a. 
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Ces équations appartiendraient encore à la ligure d'équi- 
libre d'un fil flexible placé dans les mêmes conditions que 
ci-dessus , et ayant de plus la longueur donnée /. 

Ainsi l'analyse nous conduit à cette propriété remarquée 
par Euler, que si Xdx -f- Yrf/ H- Zdz est une différentielle 
exacte dT d'une fonction des trois variables x^ y^ z^ la 
courbe formée par le fil en équilibre sous l'action des forces 
(X , Y, Z), sera , entre toutes les courbes de même longueur 
passant par les deux mêmes points , celle pour laquelle l'in- 

tégrale i Tds prise entre ces points est un minimum. 

Ce théorème s'étend , sans difficulté , au cas où la courbe 
est assujettie à être située sur une surface. 

4. Déterminer une courbe plane , d'une longueur don* 
née^ et terminée à deux points fixes, telle que F ordonnée 
de chacun de ses points y perpendiculaire à un ajce donnée 
soit proportionnelle à une certaine puissance de V ordon- 
née correspondante à la même abscisse ^ d*une deuxième 
courbe, dont Vaire rapportée au même axe et aux deux 
limites fixes soit un maximum. 

Soient (xo 5/0)9 («^1 5.7i ) les coordonnées des deux points 
limites A et B {fig- 24) ^ y, Y deux ordonnées correspon- 
dantes mP, m'V des deux courbes*, on a par hypothèse 

Y = /r , 

keln étant des quantités constantes données , et la condi- 
tion du maximum s'exprime par 

On trouve sans difficulté 

, cIjc 

Ajr"^ a -j- = c, 
as 



I 
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c étant une constante arbitraire; d'où 

Pour « = 2 , cette équation est celle de la courbe nom- 
mée élastique. 

Pour n = J et c = , cette équation représente une cy- 

cloïde dont le cercle générateur a pour diamètre -r* L'hy- 
pothèse c = G répond au cas où les deux points extrêmes 
A et B, au lieu d'être fixes, sont assujettis à rester sur des 
parallèles à Taxe ox. 

Pour n = j , et en général pour toute valeur de /* de la 

forme ? on trouvera une courbe algébrique. 
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CHAPITRE VIII. 

EXERCICES SUR LES MAXIMA ET MINIMA. 



1. Déteiyniner le volume maximum intercepté dans un 
hémisphère donné par un parallélipipède rectangle dont 
la hase oPQR (fig. 25) a Vun de ses sommets o au centre 
de la sphère, tandis que le sommet opposé Q est situé sur 
la périphérie. 

Soient R le rayon de la sphère, oP = a, oR = /3-^ V le 
volume o PQRSZT 5 on a 

V = I dx i dy V^R=—x' — jr% a'+ p'= R^ 
En effectuant Tintégration relative à y^ il vient, 

(î) V=r / dx [i- 6 y/R^ ^ p^ — ^^ -f- 1 (R^ — j;^) arc sin ,-J— 1 
Jo L y/R'^x'J 

On pourrait achever l'intégration , mais cela n'est pas né- 
cessaire pour la détermination des dimensions du paralléli- 
pipède maximum. L'expression précédente de V peut s'é- 
crire 



o 



dx. 



Or la condition du maximum fournil l'équation 

^V dV d^ 



o; 



dcf. d^ da 

j3 est liée à a par la relation 

a' 4- 3' = R% d'où Ton tire J = — ^ , 
' doi ^ 
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et , par suite , 

Cbmme — ne diffère évidemment de — que par le chan- 
gement de a en j3, et réciproquement, on aperçoit qu'on 
aura une solution de Téquatiou (2) en posant a = |3 = jR ^ ; 
mais on ne voit pas que cette sçlution soit la seule. Calcu- 
lons les deux dérivées de la fonction V, 

JX3=:/{a, p)= HR'- «')arcsin — L ===^\ 

(Ce dernier calcul n^était pas nécessaire, vu la symétrie 
déjà remarquée.) Substituant dans l'équation (2), il vient 

p» — a^ = o , d'où p = a. 

La valeur correspondante de la différentielle seconde de la 
fonction V, ou 

est négative et égale à — tt. ' . . < ^^ 

Ainsi , le parallélipipède qui intercepte le volume maxi- 
mum, a pour base un carré; son côté est moitié du côté du 
carré inscrit dans le grand cercle de là sphère. 

Au reste, la valeur du volume V peut être calculée par la 
géométrie ordinaire , en remarquant que ce volume est la 
différence entre le quart de l'hémisphère et la somme de 
deux calottes APQT, BQRS ; on trouve ainsi , sans supposer 



I ^ 



9 
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et pour a = p = -— 9 

son rapport au huitième de la sphère est ( j v/2 — i). 

Si l'on n'avait pas supposé que le sommet Q de la base ' 
aboutit à la périphérie, le calcul de V n'aurait plus été 
praticable par la géométrie ordinaire; il aurait fallu ache- 
ver l'intégration indiquée dans la formule (i). 

On trouve d'abord 

^P 1 dx y/R-^ — ^' — x^ dx 

rr-iap y/R» — a' — fi'^ 4- 7 S^R^— SM arc sin -7=^= . 

La seconde partie 

I /•« p 

- 1 ( R' — - x'^ ) arc sin - r dx 

est moins simple 5 l'intégration par parties la fera dépendre 
de l'intégrale 



Jo (R2 — .r')v/R 



-zr \ X^ dx 



Km lieu de la réduire aux fractions rationnelles , il vaut 
mieux remarquer que 

, . B^ ^^dx 
a.arcsm ^ — = 

V/(.R» — p') (R' — ^') (R' — x^) v/R^*— p-' — .r' 

Ajoutons cette différentielle, multipliée par un facteur 
indéterminé m , à celle qu'il s'agit d'intégrer 5 il viendra 




x^ 

1 ^^ -4- m B A 

Px 



R' — -^j^^+mRp 



dxz=:A-hf^i. arc sin 



o (R^— ar') VRV ?'— '^' ^(R'-- PO (R',— ^') 
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Or on peut disposer de m de manière que le numérateur du 
premier membre 

soit divisible par R' — x* 5 en effet, le reste de la division 

est nul pour m = — ? et le quotient est ^ • 

D'après cela , il vient 

1 /*« 2R^ — x^ , , 2R^ . Bx 

« I -, — dx=: A =— arc sin '^ . 



I 



Le calcul de Â est ainsi ramené à celui de Tintégrale 
* 2R» — jr' 



dx^ qui s'obtient aisément. 



v^R'-p'-^' 
Toute substitution faite, on trouve 

V=::^aBV^R'^^'— P' + ^p(3R»— p')arcsin - -'' 

i o v^R» — B' 

I ô I ff ft 

^a(3R' — ttMarrsifi — -R^arrsin '^ . 

On pourra discuter cette expression , dans l'hypothèse où 
la base du parallélipipède est un carré n'aboutissant pas à 
la périphérie , c'est-à-dire où a = |5 5 chercher la condi- 
tion pour que le volume s'exprime algébriquement sans arc 
sinus, etc. 

2. Déterminer les dimensions d'un cylindre droit in^ 
scrit dans une sphère donnée, telles que la surface ou le 
volume soit maximum, (Annales de Gergohne. ) 

En faisant varier la demi-hauteur x depuis zéro jusqu'au 
rayon R , on reconnaît , à priori , que la surface latérale et 
le volume sont susceptibles de maximum. Mais rien n'in- 
dique qu'il y ait un maximum pour la surface totale. 

9- 
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Le calcul donne : 

Surface latérale. ... S = 4^^ -^ ^R* — -^S 

Surface totale 2 = ^Ttx v^R' — x'-f- 27r(R» — x'), 

Volume V=2 7r.r(R' — x'). 

IQ. 

L'équaliori — = o donne 

Ce A 

I r- ^'S 

x = -RV2: -— - se réduit à — iGtt; S = 27^R^ 

Le cylindre dont la surface latérale est maximum, a donc 
pour hauteur le côté du carré inscrit, et pour rayon de 
base la moitié de cette hauteur : sa surface est double de celle 
d'un grand cercle. 

L'équation -— = o donne 
* ax 

(lox'— 3R')=4- i2iR^ = o, 

d'où l'on ne tire que des valeurs imaginaires pour jr : il n'y 

a , pour la surface totale , ni maximum ni minimiun. 

d\ 
Enfin , l'équation —^ = o donne 

« 

x:;r-Ry;3- _- sereduita ~47rî i-hpr v/2 I ; V=:4^1— ^) 

En conséquence , le cylindre dont le volume est maximum 
a pour hauteur les deux tiers du triangle équilatéral in- 
scrit , et le volume est triple de celui d'une sphère dont cette 
hauteur serait le diamètre. 

3. Pajmitous les arcs de cercle d'une longueur donnée 
et de rayons différents ^ déterminer celui auquel corres- 
pond un segment maximum. (Annales de Gergonne, t. XV. ) 

Soient /la longueur de l'arc A CB (Jig* 26 ) , o: le rayon OA , 
y l'aire du segment ACBI-, on a 

aire ACBI = secteur OACB — triangle OAB, 
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ou rz=:~lx x^ sm - • 

2 2 • \X / 

' Cette formule convient au cas où le segment excéderait 
le demi-cercle 5 en ayant égard au signe du sinus. 

En égalant à zéro — ? il vient 



dx 



CCS 



— I /ces 2a: sm — | 

2X \ 7,X 7.x J 



• On satisfait à cette équation de deux manières , en po- 
sant 

ces — = o , ou tang — = 

IX 2X 2 .r 

La première solution 

/ 



ces 



== o donne x = 



2X~~ (2« + l)7r 

n étant un nombre positif quelconque. La valeur corcspon- 

dante de -7^, est — 2 (2 w -f- 1) tt. 
ax^ 

Donc il y a maximum. On trouve ainsi une infinité de 
segments maxima , dont les aires sont données par la for- 
mule 



' 2(2/2-+- l)7r 

Le segment maximum maximorum correspond à n = o ^ 

dou 

IV' 

xz^-f y = - — 

TT 27r 

C'est un demi-cercle. Cliacun des autres segments maxima 
se compose d'un certain nombre de cercles entiers super- 
posés , plus im demi-cercle. 

Le résultat obtenu pour le segment maximum maximo- 
rum pouvait être prévu, en remarquant que si Ion juxtapo- 
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sait au segment maximum un second segment égal^ de 
manière qu'ils fussent de côtés différents de la corde com- 
mune, on aurait un contour fermé, de longueurs/, qui de- 
vrait embrasser une aire maximum, propriété qui n'appar- 
tient qu'au cercle. 
La seconde solution 

lang — = — 

2.x 7.x 

fournit aussi une infinité de valeurs réelles pour x, que l'on 
pourra construire par l'intersection des deux lieux géomé- 
triques 

y •=. Zy y z=z lang z , z désignant le rapport 

^x 

A ces valeurs de x répondent des minima pour la fonc- 
er ^ '' t ^ 
dx^ la 

On a aussi, pour ces valeurs de a:, 



tion r; car elles réduisent -f- à H cos 

^ dx^ ix^ IX 



Px 



2 (4^'' -h/*) 

PoUr x =00 , on a y = o 5 l'arc se réduit à une ligne 
droite. 

Les maxima et minima doivent se succéder alternative- 
ment. En effet , les valeurs de — > qui répondent aux maxima, 

2 X • 

sont 

— 5 5 9 '•••? 

2 2 2 2 

et si l'on représente par la suite o , a , |3 , y , cî, . . . les va^ 
leurs du même rapport qui répondent aux minima , on a 

2^ ^2 2^'^^2 2^'^2 
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On peut se proposer une question de maximum semblable 
à celle que nous venons de résoudre, pour les volumes des 
segments sphériques ayant une surface donnée , et apparte- 
nant à des sphères de rayons variables. 

4. Etant donnés deux arcs de grands cercles d*une 
sphère , perpendiculaires entre eux, et deux points A et B 
sur l'un d'eux , on propose de déterminer sur l'autre arc 
un point C , tel que l'angle ACB du triangle sphérique qui 
a ces trois points pour sommets , soit maximum ou mini- 
mum (fig. 27). 

Soient DA = a, DB = Z» , î>C = x. 

Le rayon de la sphère étant pris pour unité , on a 

{.) ung ACB=tang(DCB-DCA)= . ^i"(^-^)'»i°" , , ^ . 

°^ ' smasm^+cosacos6sm'x 

• Posons 

sinasin^ = A, cosacos^==B. 

Comme sin [b — a) est un facteur constant et positif, il 
s'agit de déterminer les valeurs de x, propres à rendre maxi- 
mum ou minimum l'expression 

siD.r 



A -h B sin' X 



On égale — à zéro , et l'on a 

ces J7(A — Bsin'd7)= o, 

équation à laquelle on satisfait de deux manières. 

1°. Soit cosx = o ; comme x est compris entre o et fr, on 

aura a: = -9 et pour cette valeur de x , on trouvera 



2 



riy^ (A-B ) 
fW (AH-B)^ 



1 
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Cette valeur de -^ sera négative , si l'on a A — B > o , 
ou bien 

CCS (fl -h ^) <C o ) c'est-à-dire - : « -h ^ <[ 

Dans ce cas, tang ACB, et, par suite, l'angle ACB lui^ 
même sera maximum. 

Au contraire , la valeur de -r^ sera positive , si l'on a 
a-^ù<^-j ou û 4- > — 5 

2 2 



et il y aura minimum. 



Enfin -r-: se réduit à zéro , si l'on a 



1 ^ J ^^ 
«H-6 = — j ou a -\- b -=. 

2 2 



On peut alors recourir aux dérivées d'ordre supérieui?, et l'on 
s'assure ainsi que -r-^ s'annule , et que -7^ prend une valeur 

négative 5 mais il est plus simple de remarquer que l'exprès^ 

sionde— > qui se réduit, dans le cas qui nous occupe, à 

— =~rTi P^sse évidemment du positif au négatif, lors- 

i\. [ I *T~ sin x\ 

que X atteint et dépasse — Il y a donc maximum,. 



2 

TT 



La formule (i ) donne , pour a: = - 9 

tang ACB = tang (6 — « ) , ou ACB = ^ — a. 

L'arc {h — a) ou la base AB du triangle qui jouit de la pro- 
priété du maximum ou minimum, mesure donc l'angle 
ACB. Effectivement, si l'on prend l'arc DC égal à un qua- 
drant, le point C sera le pôle de l'arc de grand cercle 
PAB \ les côtés AC'^ BC seront aussi égaux au quadrant. 
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2°. Soit A — B sin* x = o , d'où sin x == i/ - ; nous ne 

prenons que le signe H- du radical, attendu que Tare x est 

compris entre o et tt. Pour que cette valeur de sin x soit réelle 

A 
et plus petite que i , on doit avoir ^ <C « <C ' î c'est-à-dire 

cosûcosô^o et cos(ûH-^)^o, 
d'où l'on conclut que les deux arcs a et ft devront être tous 
deux plus petits, ou bien tous deux plus grands que -*, et, 
déplus, leur somme sera, dansle premier cas, plus petite que 

-; dans le second cas, plus grande que — La valeur de 

à'y . /Â (B — A) „ , . 

-;--? poursma: = i/- > est -=£: elle est négative ; 

par conséquent il y a maximum. I^a formule (i) donne pour 



sinx =yg 



tang ACB = -^ , 

V sin 2 a sin 2^ 

ou, plus simplement, 

. , sinf^ — a) 

sin(6 -4- a) 

Comme à un même sinus répondent deux arcs sup- 
plémentaires, X aura deux valeurs, telles que DC et 
l>a" = 'K—DC"(fig, 28). Au milieu de l'arc C'C'' se 
trouve le point C pour lequel l'angle ACB est minimum, 
comme on l'a vu dans la première partie de cette discus- 
sion. 

En résumé , le problème comporte au plus trois solu- 
tions , savoir : deux maxima séparés par un minimum , et 
au moins une solution qui est alors un maximum. Pour 
cju'il y ait trois solutions , il faut et il suffit que la somme 



plus petite que — -, il n'y a qu'une solution^ l'angle AC'B 
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a-\-b soit plus petite que - ou plus grande que — \ alors, 

si Ton conçoit que le sommet C du triangle cherché, d'a- 
bord situé en D, s'élève sur l'arc de grand cercle dans le 
sens DCE, Tangle ACB, d'abord nul, ira en croissant et 
atteindra un premier maximum AC'B, puis un minimum 
AC B à 90° de distance des extrémités D et E de l'arc , puis 
un second maximum AC'B , Q'" étant aussi distant de E 
que Qa" l'est de D; enfin il redeviendra nul au point E. 

Lorsque la somme a -H i est égale à - ou à — > * les deux 

points C, £a"' se confondent avec C'*, il n'y a plus qu^ une so- 
lution, et l'angle AC B est alors maximum. 

Enfin , quand la somme a -j- è est plus grande que - et 

3; 

1 

est maximum. 

Nous n'avons pas égalé -j- à l'infini 5 on reconnaît aisé- 

ment que celte nouvelle équation ne fournirait ni maxi- 
mum ni minimum. En effet, la valeur de x qui satisferait 

à l'équation 

A -f- B sin^ x=:o 

rendrait tang ACB infinie , ou l'angle ACB droit 5 et lorsque 
X , croissant à partir de o ,- atteindrait et dépasserait celle 
valeur , le dénominateur de tang ACB , d'abord positif, de- 
viendrait négatif, tandis que le numérateur conserverait 
le signe H- 5 l'angle ACB, d'tibord aigu, deviendrait obtus: 
il continuerait donc à croître. 

Si l'angle des deux arcs de grands cercles D AE , DCE , 
n'était pas supposé 'droit , on serait conduit à chercher le 
maximum d'une expression de la forme 

sin.r 



B sm^x -f- Csinx cosr 
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En égalant ^ à o, et prenant pour inconnue cotx ^= z, 

on obtiendra une équation du troisième degré en z , privée 
de second terme. Dans le cas où cette équation aura ses trois 
racines réelles , on pourra ramener sa résolution à l'équa- 
tion connue de la trisection de l'angle/ Ces racines répon- 
dront* à deux maxima séparés parutt minimum. Nous ne 
développerons pas ces calculs. 

5. Les mêmes choses étant posées que dans le problème 
précédent, à Texception de F angle des deux grands cercles 
que "nous stipposeroBs quelconque , on propose de détermi- 
ner le point C par la condition que Vaire dw triangle splié- 
rique ACB soit maximum (fig. 29). 

Soient DA = a, DB=:fe, DC = x, angleADC=a5 
S Taire du triangle ABC rapportée au carré construit sur le 
rayon pris pour unité 5 9 et y les angles du triangle DAC , 
dont les sommets sont A et C 5 y? et ^p les angles du trian- 
gle DBC dont les sommets sont B et C. 

On a S~4;-hïi— ((p-4-Ô), d'où 



taDg-S=ung(^L_ \-- 

Or les analogies de Neper donnent 



) 



X — b X — a 

cos cos 

tang -i == cot , tang = cot , 

2 2 X -\' h 2 2 jc -h a 

ces cos ■ — 



2 2 

on substituera ces valeurs dans le développement de tang - S 

et si l'on pose, pour abréger, cot- = /r, il vient 



I 



X — ù X ^ a X -h à 

k \ cos cos cos cos 

\ ç^ \ 1 2 2 

tang - S = 



X — a\ 
2 / 



S 2 ■.r4-.^ X -\- a * . X — b x — a 
cos cos h «^ cos cos 
22 22 



l4o DEUXIEME PARTIE. 

OU, en remplaçaut les produits de cosinus par des sommes, 
et réduisant : 

, . b-^a . 
/ sin —, — - sm X 

I * ?■ 

*"^2 "", ,,,/ b-\'a , b-^a\ . b^a . 

(i4-A^^)l cos — ^-cosx-hcos I — (i — it'jsin sina; 

Il s'agit donc de déterminer la valeur de x pour laquelle 
l'expression 

sin j? 



r = 



b-ha b — a\ , ... b-^-a . 

sm sin^ 



(i4-A-')l cos cosx-hcos )""(* — '^ ) 



est maxunum. 

En égalant — à zéro, on trouve simplement 

b '\' a b — a 
(\\ ces h ces X ces = o. 

^ ' 2 2 

Il est remarquable que la constante ft a disparu , en sorte 

que la valeur cherchée de x est indépendante de l'angle 

que les deux grands cercles font entre eux. Comme le 

j ^ -h a . . j 

cosinus de est toujours moindre, numériquement, 

que le cosinus de ? la valeur de cos j: tirée de l'équa- 
tion précédente est plus petite que i . Le problème aura donc 
toujours une solution. Selon que la somme a -h fe sera plus 
petite ou plus grande que la demi-circonférence, Tare x 
sera lui-même plus grand ou plus petit qu'un, quadrant. 
La valeur de x tirée de l'équation (i) réduit l'expression 



^L-f^sinx 



de -j^ à ^ — —~ > en désignant par D le déno- 
minateur de )^. Il y a donc maximum : d'ailleurs ilj|sl 
visible que l'aire ACB, qui devient nulle quand le som- 
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met C est en D ou en E , doit passer par un maximum dans 
Tintervalle. 

b I /i 

L'équation (i) fait voir que l'arc est l'hypoténuse 

d'un triangle rectangle dont les c6tés de Tangle droit sont 

et (tt — x)\ si donc on prend le milieu I de l'arc AB, 

et que l'on construise sur le côté AI un triangle rectangle 
en A, dont l'hypoténuse IG égale DI, le côté AG sera égal 
à TT — X. On portera cet arc en EC à partir du point E , 
et ACB sera le triangle demandé. 

Si fl -h è = TT , on a cos .r = o et x = - ; les deux points 

A et B sont alors équi distants des extrémités D et E5 le 
triangle devient isocèle, et son sommet est au milieu à^i 
l'arc ED. 

Nous avons négligé la valeur de x qu'on tirerait de l'é- 

quation — = 00 , parce que cette valeur réduisant à zéro 

le dénominateur de tang jS, on verrait, comme dans le 
problème précédent, qu'elle ne fournit pas un maximum 
pour l'aire du triangle considéré. 

6. Parmi tous les quadrilatères ayant trois côtés adon- 
nés, dont deux opposés sont égaux j déterminer celui dont 
l'aire est un maximum. (Annales de Gergonne, tome XX.) 

Cette question a trait au problème de statique dans lequel 
on demande quelle doit être la disposition des pieds de 
Thomme debout , pour que les chances de rupture de Té- 
quilibre soient diminuées le plus possible. On suppose un 
écartement donné BC = b des talons , et les deux pieds 
d'égale longueur, AB = DC= a [Jîg. 3o). En faisant va- 
rier les grandeurs des deux angles B et C que les axes des 
pieds font avec la droite qui joint les talons , l'aire S du 
quadrilatère ABCD variera, et la question consistera à dé- 
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terminer les valeurs de ces angles pour que l'aire soit 
maximum. 

On trouve successivement 

S = — |û (âf 4- BE H- CE) sin (B -f- C) 
=: j fl^ ( sin B H- sin C ) — I a» sin ( B + C) ; 

en égalant à zéro les dérivées partielles -— ? -rr» on a les 
^ . ^ dB dC 

deux équations propres à déterminer B et C. On en tire 



B = C = arc ces 



4« 



Le quadrilatère sera 'donc un trapèze isocèle, ou, pour 
revenir au problème d'équilibre , l'Jiomme devra diriger ses 
pieds également en dehors. Si l'on suppose û = è , on aura 
B = 1 20°, et si i == o , on aura fi = i35° ; le trapèze se ré- 
duit alors à un triangle rectangle. Si b croît à partir de 
zéro , Tariglè E formé par les axes des pieds décroît à partir 
de 90 degrés, et s'approche indéfiniment de zéro, sans jamais 
atteindre cette limite. 

7. n points A , A', A", . . . étant lionnes sur un plan, 
déterminer un point m, tel que la somme des distances 
(mA-f- mh! ~^mh!' -\- . . .J soit un ininimiim. 

Si Ton rapporte tous ces points à deux axes rectangu- 
laires tracés à volonté dans le plan, et qu'on égale à zéro 
les deux dérivées partielles de la somme proposée , par rap- 
port aux coordonnée» du point cherché, on reconnaît que 
la somme des cosinus des angles formés par lés droites 
zraA, mA', mA'', . . . a^^ec un même axe quelconque, doit 
être nulle. 

Cette proposition fournira autant d'équadons qu'il y a 
d'angles autour du point cherché, en prenant successive- 
ment pour axe chacune des'droites mA , mA', mA'^,. . . . 
L'angle que forme chaque droite avec elle-même étant zéro , 
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il faudra que la somme des cosinus des angles que les autres 
forment avec elle soit égale à — i. 

Dans le cas de trois points A , A', A'^, on trouve ainsi que 
les trois angles A m A', A m A", A' m A" sont égaux; et, par 
suite, leur valeur commune est de 120°, ce qui conduit à 
la construction connue. 

Dans le cas de quatre points A , A', A", A''', on trouve 
que les an^es opposés au sommet sont égaux ; ce qui con- 
duit au point d'intersection des diagonales du quadrilatère 
AA'A'^A^ etc. 
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CHAPITRE IX. 

APPLICATIONS DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES DEUX 
PREMIERS ORDRES A LA DÉTERMINATION DE DIVERSES 
COURBES PLANES d' APRES DES CONDITIONS DONNÉES. 



1. Déterminer, i°. une courbe plane telle, que les tan- 
gentes menées aux deux extrémités d'une corde quel- 
conque, et la perpendiculaire élevée sur le milieu de cette 
corde, se rencontrent en un mém^ point; 

liP. Une surface telle, que les plans tangents menés aux 
deux extrémités d'une corde quelconque , et le plan per- 
pendiculaire au milieu de cette corde, se coupent sui\^ant 
la même droite. 

I ^. De ce que le point de concours des tangentes AT, mT 
[fis* ^') ^^^^ ^^^^ situé sur la perpendiculaire élevée au 
milieu I de la corde Aw, on conclut que les deux angles 
m AT, AmT doivent être égaux , et réciproquement. 

Or, si Ton pose 

rdB 
mAT = B, A/w = r, on a tang A/wT = — ;— • 

dr 

L'équation du problème est donc 

rdB 

— = tango, 

d'où Ton tire, en intégrant, 

r = A sin , A étant une constante arbitraire. 

C'est l'équation d'un cercle dont le rayon est - » et le centre 

sur la normale A y. 

II a suffi d'écrire que l'angle d'une tangente quelconque 
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avec la corde issue d'un point fixe A, était égal à Tangle 
que la tangente fixe AT fait avec cette même corde ; et 
puisque la courbe obtenue est un cercle , on voit , à poste- 
riori, que la même égalité d'angles aura lieu pour toute 
corde non issue de l'origine A. 

2**. Soient ABC, mBC {fig» Sa) deux plans tangents de 
la surface cherchée, A m la corde de contact. Suivant cette 
corde, conduisons un plan quelconque AmDj il détermi- 
nera , dans la surface , une section dont les tangentes en A 
et m seront les traces AD, niï) du plan sécant sur les deux 
plans tangents ; et , puisque le plan passant par le milieu I 
delà corde A m et par la droite BC, doit être perpendicu- 
laire sur A m, la droite DI, comprise dans ce plan, sera 
perpendiculaire sur cette même corde. La condition de la 
première partie de Ténoncé est donc remplie par la sec- 
tion A/riD^ conséquemment, cette section sera un cercle. 
La surface cherchée étant coupée suivant un cercle par 
tout plan passant par le point A , n'est autre qu'une sphère 
dont le centre est sur la normale A^ et le rayon arbitraire. 

Soient Aw = r, mAD = 0, et supposons que le plan 
sécant passe par la normale A2 5 on aura (1°) 



/- = A sm Ô , or r = \ or' 4- j' -f- 2-, sin =r - ; 

et • conséquemment, 

.r^-t- J-' -I- 3-— A3= o 

I 

sera Téquation de la surface en coordonnées rectangulaires. 

2. Déterminer une courbe plane telle j que le rayon 
vecteur issu rVun point fixe soit proportionnel au cuba 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la tan génie 
à VextrénUté du rajon ^vecteur. 

En désignant par r le rayon vecteur, par B l'angle qu'il 

fait avec un axe fixe, par - le rapport constant, on a 

I 10 
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réquatiou 






s/dr^-h r'dO^ 



2 

qu'on intègre facilement en posant r * = z. 
L'intégrale est 



\c ! ces V 6 



Cette courbe est telle , que V angle Q formé par le rayon 
vecteur om (fig. 33) av^ec Vaxe polaire, est triple de 
l'angle formé par la perpendiculaire oP ai^ec le même 
axe y propriété qui aurait pu servir à sa définition. 

En effet , soit mo P = m -, on aura o P = r cos m B et 

3 

oP = c^ r^ d'où 



/' 



cos' wO 
Or r intégrale donne 



(? 



€ I COS=' 4 ' 

donc 

w=:|, et, par suite, Poormi-Ô. 

Une autre propriété de la même courbe, c'est qu!elle est 
Ven\^eloppe des positions que prend la perpendiculaire 
au rayon vecteur issu du centre d'une hyperbole équi- 
latère dont le demi-axe est égal à c, lorsque ce rayon 
décrit l'hyperbole. 

En effet , soit /w Q ( fig, 34 ) la perpendiculaire au 
rayon om^ désignons om par /7, l'angle m(^x par a; par r 
et d les coordonnées d'un point quelconque de la perpendi- 
culaire mQ-, son équation est 



ZJZ p 
sin (6 — a) 
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et le point m étant sur Thyperbole , on a 

— c- 

ces 2 a 

éliminant p entre ces deux équations , il vient 



r- 



cos 2 a sin' (0 — a ) 



Pour avoir Tenveloppe , il faut égaler à zéro la dérivée 
de cette équation relative a a , ce qui donne simplement 

TT 

C0s(3a — ô) = o, d'où a = - -\ ^ 

3 2 

puis substituer cette valeur de a dans l'équation de la ligne 
mobile : on retrouve ainsi l'intégrale déjà obtenue. 

c. Q. F. D. 

3. Déterminer une courbe plane telle, que l'on ait, pour 
tout point {oc, y) de cette courbe^ la relation 

(-J=?(7-5)- 

, N désignant la longueur de la normale terminée à l'axe 

des j:, S„ la sous-normale , p le rayon de courbure. 

En remplaçant ces longueurs par leurs expressions ana- 
lytiques , la condition de l'énoncé devient 

(a) ,:g=±.(x|_^). 

Le signe -K convient aux courbes convexes vers Taxe des x , 
le signe — aux courbes concaves. 

Le moyen le plus simple d'intégrer cette équation linéaire 
consiste à lui appliquer la méthode qui convient aux équa- 
ticms de la forme 

i JO. 

I 
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Prenons d'abord le signe -H, et posonsj^ = a.'*, h étant 
une indéterminée-, le facteurs'', commun à tous les termes 
de l'équation (2) , disparaît, et il reste 

h^ — 3 A 4- 2 = o , d'où A = I , A = 2. 
L'intégrale cherchée est donc 

y = ax -{- bx^ , 

aelb étant des con3 tantes arbitraires. 

Cette équation représente des paraboles passant par 
r origine, et dont Faxe principal est parallèle à l'axe 
des y. 

Pour que ces paraboles soient convexes vers l'axe des x , 
il faut et il suffit que la constante b reçoive des valeurs po- 
sitives. Si on lui attribuait des valeurs négatives, on aurait 
des paraboles concaves vers l'axe des a:, qui satisferaient 
bien à Téquation différentielle (2) dans laquelle on- prend 
le signe H- , mais non pas à la condition de l'énoncé telle 
qu'elle a été posée dans l'équation (1). Ces paraboles ré- 
pondraient à la condition 

(f)'=ï(S-^> 

Si Ton prend le signe — dans l'équation (i),la même 
transformation conduit à l'équation 

A' -h A — 2 = 0, d'où A = I , A =rr — 2. 

L'intégrale est 

b 

Y z= ax 

•^ X' 

Elle représente, pour des valeurs positives du paramètre 
ft, des courbes concaves vers, l'axe des x, et pour des va- 
leurs négatives de i, des courbes convexes qui ne satis- 
feront pas à la condition (i), mais à la condition (i'). Ces 
courbes présentent une branche infinie qui a pour asymp- 
totes l'axe des y et la droite )'■ = ax. 
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L'équation (2) aurait encore pu être intégrée à la ma- 
nière des équations liomogènes en posant y = e -^^ ; on 
la ramènerait ainsi à V équation d'Euler 



du 1/2 Si 

- — y- u^±\ u I =0. 

dy yx^ X 

Une intégrale particulière de cette équation est w = - , 

et l'on en conclut l'intégrale générale en posant m = - -+- ^. 

ce 

« 

Enfin ^ on intégrerait encore l'équation (2) en posant 
y = xz , ce qui la réduirait , dans le cas du signe -f- , à 

d'^z 

— — z= o d'où zz=zax-\-b. 

dx- 

et , dans le cas du signe — , à 

d^z ÙL dz c 

-f- - — - = o , d ou 3 = T 4- ^' • 



dx^ X dx X 

4. Déterminer une courbe plane telle^ que Von ait, entre 
tes angles a. et /3 que forment le rayon "uecteur om (fig. 35) 
et la tangente mT as^ec une droite fixe o'^Yx, la relation 

On en tire rang p = — cet 2 a , 

d'où lang a = tang p ±^1 -h tang' p • 

Or, tang a ="^, tangp=r:-£. 

On a donc à intégrer l'équation différentielle 



ydx — xdy = dr x \dx^ H- dy^ , 



dr 
ou , en posant — = p ^ 



y — px = dt: X s/ 1 -i- p' 
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LMntégrale est 

r^ + a:" — 2Cûc=z o, 

c étant une constante arbitraire. Ainsi la courbe cher-- 
chée est un cercle de rayon quelconque passant par le 
point o et ayant son centre sur Taxe ox. La géométrie rend 
aisément compte de cette propriété du cercle. 

5. Si une courbe AB (fig. 36) est telle ^ quen menant 
d'un point quelconque /w, une normale mS jusqu'à la 
droite Ax^ et du pied de cette normale une ordonnée Sp, 
on ait 



Sp — S/w = const., 

les sous^normales successii^es PS, ST, TU, . . . , seront égales 
entre elles ^ et réciproquement. 

Soient [x^ y) ^ (^'î J'') ? l^s coordonnées des deux points 
m^ p^ rapportées à deux axes rectangulaires dont Tun est 
la ligne A x ; on a , d'après l'énoncé , 



j'2 =r j^' ( I 4- -j- ) -+- const., 



dx 
et 



)' 



y est une fonction de x'^ déterminée par l'équation de la 
courbe , et , par conséquent , une fonction implicite de x : 
on aura donc, en différentiaiit par rapport à x les deux 
équations précédentes , 

^ dx' dv "" -^ ^jc L [d^J ^ dx^ J ' 

dx' l df\' ^^y 



r=-(iy 



dx \dx I dx* 



-t-r 



dx' 
Substituant dans la première, à la place de — ? sa valeur 
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tirée de la deuxième , il vient 

,^ da/ ^ dx] \ ^ dx'^-^ ^; - *^- 

Si l'on n'a pas 

/ dr\' d' r 

on conclut de celte équation 

c'est-à-dire PS =- ST, c. q, f. d. 

Voyons maintenant ce que signiGe l'équation 



\dx) 



2 



d'Y 



oon premier membre représente — ou — I x -{-y -y- j *, 



on aurait donc 



dv 



jc -j- r — - = c, c étant une constante, 
dx 

ou ydy -f- ( -x: — c^ dx z=. o , 

«t finalement j^-j- (jt — c)'=X'; 

équation d'un cercle dont le centre n'est autre que le point 
S de Taxe o.r, puisque c représente aussi la valeur con- 
stante de x'= oS. Bien que ce cercle remplisse la condi- 
tion de l'énoncé, en ce sens que la différence entre la nor- 
male mS et l'ordonnée (ou rayon) S^ est constamment 
nulle, cependant le théorème dont il s'agit ne lui est point 
applicable, puisque les sous-normales, à la suite de PS, 
sont toutes nulles. L'analyse précédente est d'ailleurs en 
défaut dans ce cas , puisque x^ étant constante , Ton ne peut 
plus regarder j^' comme fonction implicite de x> 

Réciproquement ^ si Ton suppose qu'à partir d'une or- 
donnée wP, les sous-normales successives PS, ST,... soient 
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égales entre elles , on aura 

dx' dx 

et , multipliant de part et d'autre par dx^ = rf ( .r -f- j ^ ) , 



dx 



y''iy = r^4-+y'£)=jrdr+rp.x^ 



Les deux membres sont des différentielles exactes relatives 
à X'^ donc 



./•> 



dr 



f" — -^^ ■+" ^' ^2 "+■ ^^°S^- ? 



OU S/? = S/w H- const. 

c. Q. F. D. 

Il faut remarquer que ce théorème ne' suppose pas que 

la sous^normale y — ait partout une valeur constante. 

Si l'on part d'un autre point que /?*, on aura une nouvelle 
série de sous-normales égales entre elles ^ mais qui pour- 
ront être différentes des premières. 

Si Ton ajoutait cette condition nouvelle, que la sous- 
normale fût constante , ou 

dv 
Y -r =^ p ^ on en conclurait r'^ = 2 »x -\- a. 
dx 

La courbe AmB serait alors une parabole ayant pour 
axe la droite Ax. Dans ce cas, on aurait non»-seulement 

__ — j _ 5 ^ 2 a 

Sp — Sm = const. , mais encore S m — mP = const. ; 
et , de plus , les deux constantes seraient égales au carré 
de la sous-normale /7^, en sorte que les carrés des ordon- 
nées et des normales successives 



- 2 



772 P , w S , S/? , /?T , T <7 , . . . , 

formeraient une progression arithmétique ayant pour rair 
son le carré de la sous-normale. 
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CHAPITRE X. 

APPLICATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 
A LA DÉTERMINATION DE DIVERSES SURFACES SATISFAISANT 
A DES CONDITIONS DONNÉES. 



1. Déterminer la surface telle, que si, d'un point 
donné o , on mène une perpendiculaire o A sur un de ses 
plans tangents ^ le rectangle construit sur cette perpen- 
diculaire et sur la normale mN terminée à un plan fixe xoy 
mené par le point donné, soit équivalent au carré de la 
distance om du point donné au point de contact (fig. 37) . 

La condition du problème est 



(0 oAX wN = om . 

Désignons par x ^ j^ z les coordonnées du point de con- 
tact m , par p, ^ les dérivées partielles 3-' ;t- 5 on a 

i^p^j^q-i^i cosP/wN 

a 

om =: X* -f-j' -f- z'. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (1)5 il vient 

ztlz[z — px — qjr ) =z x^ -{- jr^ -}- z* ; 

comme le second membre est essentiellement positif, on de- 
vra prendre , dans le premier, le signe + ou le signe — , se- 
lon que les d«ux facteurs ( z et ^ — px — qy ) seront de même 
signe ou de signes contraires; or le facteur (z — px — qjr) 
représente l'ordonnée o 6 du point où le plan tangent ren- 
contre Taxe des -z. De là , deux cas à distinguer : 

1°. Les points m et 1^ étant d'un même côté du plan 
fixe, on a F équation z [z — px — qy) = x* -4- y - -f- ^" ? 
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OU 

Cette équation aux différences partielles du prefnier ordre , 
a pour intégrale 

y 






X'-^X'-h Z'= ff\ - y , 



elle. représente une surface symétrique par rapport au plan 
fixe, dont la propriété caractéristique est que, toute sec- 
tion plane passant par Taxe perpendiculaire à ce plan , est 
un cercle. Ce cercle a son centre au point o , et son rayon 
est une fonction arbitraire de Tazimut. 

On retrouve les mêmes résultats , sans calcul intégral , 
par le raisonnement suivant : 

La similitude des triangles oAB, /wPN, donne 

jo'A \ m N = o B . 772 P ; 
par conséquent 5 la condition de Fénoncé équivaut à 

2 

oB . 772 P = om , 

ou bien, si l'on mène la perpendiculairç ml sur oZ, ou 
doit avoir 

oB . ol =: om , 

Donc le triangle omB est rectangle en m ^ mais la droite m B, 
qui est à la fois dans le plan ZoP et dans le plan tangent , 
est tangente à la section produite par le plan ZoP dans la 
surface cherchée ; donc cette section est un cercle de 
rayon om. En désignant par R ce rayon et par 6 Tangle VoXy 
l'équation de la' surface sera de la forme 

*2^. Les points metB étant de côtés différents du plan 
fixe y on a Téquation z ( px -\- qy — z) =^jt:^ -|- y*-l- -2*), 

ou 

xzp -[- yzq = 2 z- -f- .r^ + /% 
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dont rintégrale est 

elle représente une surface symétrique par rapport au plan 
fixe. Les rayons vecteurs d'une section plane passant par 
Taxe perpendiculaire à ce plan , sont proportionnels aux 
carrés de leurs projections sur un axe fixe quelconque tracé 
dans ce même plan. 

Si Ton demandait que le rectangle (o A . mN) fût équi- 
valent à un carré donné , on trouverait pour intégrale 

En prenant pour ? ( - ) une fonction entière du premier ' 

ou du deuxième degré, cette équation, qu'on discutera faci- 
lement, repésentera des surfaces du deuxième ordre. • 

2, Étant donnée V équation d'une surface , 

on propose de déterminer l'équation d'une autre sur- 
face^ rapportée au même système de coordonnées rectan- 
gulaires j telle qu'un prisme di^oit dont les arêtes sont 
parallèles à l'axe des z , intercepte sur ces surfaces deux 
portions équivalentes. 
Soient 

dzz=. pdx -\' qdy , 

l'équation différentielle de la première surface ^ 

dz = rdx -{- sdjr, 

l'équation différentielle de la seconde. 

Les éléments des deux surfaces, projetés sur le rectangle 
dxdy^ ont pour expression 

dx dy ^1 4-/>''+7S (^^(h \/ 1 + /^ -H a'. 
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Par conséquent , les fonctious inconnues r et ^ devront 
satisfaire à la condition 

à laquelle il faut joindre 

, , dr ds 

(2) z;r 

^ ' dy dx 

Ces deux équations détermineront , dans chaque cas par- 
ticulier, les fonctions /' et ^ , et , par suite , z en fonction de 
X et de y. 

I " . Cas ou la surface donnée es t plane . 

Soit z = a-{- uix -f- ny Téquation de ce plan \ on aura 
p ==: m^ g = n^ et en posant m^ -f- /^^ = a*, <x désignera la 
tangente trigonométrique de l'inclinaison du plan donné 
sur le plan des xy^ Téquation (i) deviendra 

,, dr ds 

r^ + .y^ = a % d ou r — \- s -— = o , 

dx dx 

et, en ayant égard r\ l'équation (2) , 

dr I dr 

équation aux différences partielles , linéaire et du premier 
ordre, dont l'intégrale est 

X f 



r à / « .i f-i 



= ^{r). 



La fonction (pétant arbitraire, on peut encore écrire cette 
intégrale sous la forme 

SX — ry ^=. ^ (/*). 

En y joignant r* -+- 5^ =«*, on a deux équations finies 
propres à déterminer r et ^ en fonction de x et j-, après 
que Ton aura disposé de là fonction arbitraire. Le problème 
admet donc une infinité de solutions. 

Comme cas particulier, soit cp (/') = o 5 on tire des équa- 
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lions précédentes 



a J7 a > 



et 

/xdx->[-ydjr 

-^^-=- = a v^x' -+-r^ + const. 

C'est r équation d'un cône de révolution autour de Taxe 
des z , dont V arête fait as^ec le plan des xy le même angle 
que le plan donné. Si l'on remarque que chaque élément 
superficiel du cône se confond avec le plan tangent , lequel 
est partout également incliné sur le plan des a:y , On se rendra 
compte aisément du résultat précédent. 

Autre solution. Si l'on pose avec Euler 

r -=: OL ces w , s := a. sin w , 

l'équation (i) sera satisfaite identiquement, et la question 

sera ramenée à déterminer pour o) une fonction de x et j , 

telle que l'on ait 

d, ces w d. sin w 

dj' dx 

ou 



sm w — h cos w — r- = o . 

I dy dx 



L'intégration donne 

X sin w — jcos w = cp(w). 

Cette équation fournira pour w une infinité de fonctions 
de X et y. Les valeurs correspondantes de z se tireront de 

l'équation 

flfe zz: a ( COS (tidx -{- sin w r/j) , 

qui , intégrée par parties , donne 

z =z a. (a:cos&)-t-/sin w)-f-aj <î>(f«>) dtù H- const. 

Examinons quelques cas particuliers. 
x"^. Soit w = const. z=. p ; 

la fonction 9 disparaît de l'expression de xJ , et l on a imnié- 
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diatemept 

3 = a ( j cos p -h r sin 0} H- const., 

équation ifun plan incliné sur le plan fies xj, de la 
même quantité que le plan rlonné. 

2". Soit o(rû 1= O, 

d'où JT sio &> — r cos w = o , 

on eu tire sin ri) et cos ot) qae Ton substitue dans l'expression 
de c : il vient 

3 = a \ X* -4- > - -♦- const. 

C'est le cÔBC droit dt^à trouvé. 

3**. Soit « tt»^ = a sin m — b cos w , 

d'où ( -r — a) sin » — r — ^ ; cos w = o, 

et 3rzrzr'x — <ï)cos»-{- >' — h sin &> ] + const. , 



OD enfin 3=2 v' -r — a--f-'>- — ^'-f- const. 

Cette équation représente encore un cône de révolution 
dont les arêtes font le même ans^le que dans le cas précé- 
dent , avec le plan des x y; seulement Taxe est parallèle à 
Taxe des z^ au lieu de coïncider avec lui. 

Les différentes hypothèses que nous venons de faire sur 
la fonction z sont les seules qui puissent conduire à des 
surfaces coniques (le plan étant compris parmi ces sur- 
faces). 

En eflet, puisqu^on a posé 

r HZ 3t cos '*>, s = JL sin &», 
l'expression générale de z peut s'écrire sous la forme 

s = rx -h J[r -h a ^ ç ' w ' </» -h const. 

Or Féquation aux différences partielles des surfaces co- 
niques est 

3 — f=:r'x — a ■ -^s'^ r — b . 

Ainsi, pour que Téquation prét^édente se réduise à cette 






I 

i 
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forme, il faut que f(f(f^) d^ soit nulle ou égale à 

iar-^bs) , j . . 

— ^ L =: — ( fl[ ces w H- ^ sm w ) ; 

a 
d'où Ton conclut que Tune des trois hypothèses suivantes 
doit avoir lieu : 

w = const. , ou (p(w)i=o, ou (f (w) = a sïn (ù — ^cosea. 

2°. Cas ou la surface donnée est de rév^olution autour 
de Taxe des z . 

Prenons , comme exemple , le paraboloïde de rév^olution 

2 a 

a: y 

On a p=z-', q -=::-• 

a a 

Soit 

adzz=i rdx H- sdy 

Téquation -différentielle de la surface cherchée, on doit 

avoir 

r^-h .<^=: x^-^ y"^. 

En difierentiant par rapport à ^/et ayant égard à l'équa- 
tion (2), il vient • ' 

dr j— ; dr 

r— - H- V-î^'-f-j' — r'. --= .r. 
dx dy 

L'intégrale de cette équation aux différences partielles est 



y^^y^^^^-r^ 



X 



Quand on aura fait choix d'ujie fonction (p, on en tirera la 
valeur de la fonction r, et, ^ar suite, on connaîtra s\ mais 
le calcul est plus simple en introduisant, comme précé- 
demment, une fonction angulaire w. 

Posons r = xcosw 4- / sinw, 5;=j:sin6>' — ^cosw.. 
11 en résulte identiquement r * -f- 5* = j:* -f- ;^' ; en sctfte 
que la question est ramenée à déterminer pour w une fonc- 
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lion telle que rdx -h sdy^ c'est-à-dire 

[x cos « -h ^ sin w) t/x H- (jc sin w — / cos w ) dy 

soit une différentielle exacte. En développant cette con- 
dition , on est conduit à une équation aux différences par- 
tielles, qui s'intègre sans difficulté. Cette intégrale est 

2 X)' COS w — [x^ — j* ) siu W = © (w ). 

Elle fournira une infinité de valeurs de w. 

L'équation des surfaces demandées sera de la forme 

2fl2 = (j:' — jr') cosw -t- 2.xy sin w — yç{w)rfa), 

où l'on remplacera w par la valeur tirée de l'intégrale pré-- 
cédente. Si Ton suppose 

w = const. =.p, 

on n'a point à recourir à l'équation intégrale^ car la con- 
dition d'intégrabilité de rdx -h sdy est alors remplie d'elle- 
même. 11 vient 

2 «z = ( j;^ — jr^) ces p -h 2 xy sin p. 

Quelle que soit la constante (3, cette équation représente 
des paraholoïdes hyperboliques . En particulier, si 

P = o , on a iazi^=^ X? — y-, 

et SI S = -5 ou a az =z xy. 

•^ 2 

Cette dernière équation se ramène à la précédente par une 
transformation de coordonnées 

X = X COS Ô — Y sin 9 tt J 

j=:XsinÔ + Ycosô' ""'4) 

par conséquent 5 elles appartiennent à un même parabo- 
loïde, dans lequel les deux paraboles principales ont même 
paramètre 2r/, et leur axe principal dirigé suivant l'axe 
des z. 
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CHAPITRE XI. 

EXERCICES d'intégration. QUESTIONS DIVERSES. 



I. Sur la transformation des intégrales doubles, 

\ . Étant donnée la formule 

V=ffdxdx^i-^p^-hg\ 

gui exprime l'aire d'une surface quelconque, on propose 
d'en déduire la formule 

U= ^ItfVidS y 

qui cornaient au cas oà la surface est de résolution. 

Soient oZ Faxe de révolution (fig» 38), AmB une sec- 
tion méridienne, R= oP la projection du rayon vecteur 
cm sur le plan des xy^ R sera aussi le rayon du parallèle 
qui passe par le point m , et Ton aura 

Par suite, la formule donnée de vient d'abord 

V=iffdxdx\/i -f-(p'(R)'. 

Remplaçons les coordonnées rectangulaires x, y par les 
coordonnées polaires R et = Poj^; on sait , parla théorie 
du changement des variables indépendantes sous le signe yy, 
que l'élément dxdy devra être remplacé par RrfRJfl, et 
l'on aura 

L'intégration relative à 6 s'effectue immédiatement , et 

II 
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pour obtenir la surface entière, il faut intégrer depuis 
= oà9=27r, ce qui donne 



C'est le résultat qu'il s'agissait d'obtenir. 
2. Étant donnée la formule 

y = Sf(z-z')dxdy, 

qui exprime le volume d'un solide cylindrique compris 
entre le plan des xy et une surface quelconque , on pro- 
pose d'en déduire la formule 

y = nfK^ciz, 

qui confient au cas ou le volume est de rév^olution autour 
de Vaxe des z. 

En introduisant comme ci-dessus les coordonnées po- 
laires R et , la formule donnée prend la forme 

z elz' sont les deux ordonnées mP, m'P qui répondent 
à une même valeur du rayon R , et comme elles sont indé- 
pendantes de Tazimut d, on peut intégrer immédiatement 
par rapport à cette variable ^ il vient, eu égard aux limites 

= o, = 27r, 

(A) V=27r/(z— z')RrfR. 

Cette expression de V, bien que réduite à une intégrale 
simple , diffère cependant de la formule 

(B) V = 7r/R^£fe. 

Cette différence tient à ce qu'elles répondent à deux 
modes distincts de décomposition d'un même volume en 
éléments infiniment petits. Tandis que la formule (B) sup- 
pose le volume décomposé en tranches cylindriques par des 
plans perpendiculaires à l'axe de révolution , il est aisé de 
s'assurer que la formule (A) suppose le même volume dé- 
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composé en anneaux cylindriques , parallèles à Taxe. En 
effet, deux cylindres ayant pour axe oz ^ pour bases les 
cercles de rayon R, R -f- ^R , et même hauteur {z — z^)^ 
comprendront entre eux une portion infiniment petite du 
volume, dont la mesure sera 2 tt (z — z^) R</R (en négli- 
geant les infiniment petits du second ordre). 

La formule (A) peut se ramener à (B) par le procédé de 
l'intégration par parties , qui a précisément pour effet de 
changer le mode de décomposition d'une intégrale en rem- 
plaçant une somme d'éléments par une somme équivalente; 
il vient, en effet, 

V = 27r/ (2 — s') R^J^ = 1^ R'( z — s') — 7r/R=rfz H-tt/RVz'. 

Les intégrales doivent être prises depuis la limite R = o 
pour laquelle on a z = oB, z' = oA, jusqu'à la limite 
R = IH , qui répond au point où l'ordonnée z est tangente à 
la méridienne A /nB, et alors la différence {-3 — >z') se ré- 
duit à zéro. Donc le terme ttR* (z — z') s'évanouit aux deux 
limites, et si l'on pose, pour abréger (oA=a, oB = j3, 
KH = 7) , l'intégrale y R* Jz, qui se rapporte à la partie 
du volume située au-dessus du parallèle IH, devra être 
prise entre les limites jS et y , tandis que l'autre /R*é/z', 
qui correspond à la partie du volume sittié au-dessous de 
ce parallèle, devra être prise dez' = a à z' = y. L'équa- 
tion précédente se réduira donc à 

Enfin les deux dernières intégrales peuvent être réunies 

R*rfz, et l'on a définitivement 

C. Q. F. D. 






II. 
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coefficient de z^ dans l'exponentielle. Soit donc X = — > il 
vient 

m* cot* e 
y = : — - — 1 e~' dz. 

Dans le cas où la constante a serait éeale à — , la 

2 

limite inférieure de l'intégrale devenant zéro, on aurait 

« ^ si '^ 



X 



QO 



et, par suite, l'intégrale cherchée serait immédiatement 
connue sous forme finie , 

m' col' e 



e 2 



/77sin9 



v1- 



cet' ô 
H = a : on ne connaît 

2 



Soit , en général , m i / a 

I e ^ ^2 ; mais on peut 

a 

la développer en série convergente ordonnée suivant les 
puissances croissantes de a. On a d'abord 



X 



r e-''dz= f" c-'-dz- f\-''Hz-i''. 
«/« «/O vO 2 t- 


/ "^^'^'dz- 

' 


^' ^* 2' 




iji e — 1 — -j-..- ■" -j-..,. 

I 1.2 I .?.3 




Intégrant, on aura 




" .,* , i a^ I a"* I a' _. i 


^2»+. 



l3 1.2 5 1.2.37 I.2.../22/2-I-I 

Cette série est convergente, quelque soit a, et comme ses 
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termes sont alternativement positifs et négatifs, Terreur 
commise en s'arrêtant à un terme de rang quelconque est 
de signe contraire à ce terme et une fraction du terme 
suivant. 

L'intégration par parties fournit un autre développement 
en série convergente de la même intégrale, 

Jq L 1-3 1.3.5 1.3.5.7 J 

Lorsque «^ est égal ou supérieur à 2 , les séries précé- 
dentes ne sont pas d'une convergence assez rapide pour être 
commodément employées. Laplace, dans sa tbéorie des ré- 
fractions astronomiques (*), a donné, pour le cas dont il 
s'agit, un développement de l'intégrale sous forme de frac- 
tion continue. A cet effet, il part d'une troisième série , 



,«> -«' 



f* .^« e f I 1.3 1.3.5 \ 

I e dz= 1 I -H- - — — - -h . , . ) , 

qu'on obtient aisément par les transformations suivantes : 
1 e " eh = I e zdz • - = / e • z dz. 



-« r.» 



•/a «/oc 

(2/1 -f-l\ 
—- j, 

loin de converger vers une limite plus petite que i pour 
des valeurs croissantes de n , croit jusqu'à l'infini , cette 
série est divergente^ il vaudrait mieux, pour la rigueur- 

(*) Mécanique céleste , tome IV, page 283. 
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du raisonnement, n'en pas faire usage. Voici comment 
M. Jacobi a rectifie le procédé de Laplace : 

(Les développements qui suivent sont empruntés à une 
leçon de M. Liouville, au Collège de France.) 

Posons 

d*où 

-— =: 2oi e I e dz — i=:2aV — i, 



■=2 la. — \- in 



e dzy 



Soit 

dV ^, , , , I d"\ 

--— == V, ; et, en gênerai , — - = V„ * 

doi ' ^ ' 1 .2. . .72 £/a« ^ 

on aura 

(A) V, = 2aV— I, 

(B) {«-l-i)V„_H. = 2aV„+2V„«.. 

Posons, en général, V„ = ( — i)" — î^*, Féquation (B) 
deviendra 

72 -h I 

2 a^ 

ou, si Ton pose q = — ^y et qu'on divise par y^^^ , 

(B') ' ^ = , + („ + ,)^Iï±?. 

Transformons de même l'équation (A). A cet effet, on dé- 
duit Vi et V de l'expression de V„ , en y faisant /* = i , /i = o , 
savoir : 

2 a' 2 a 
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et y substituant dans (A), on a 

Actuellement, on tire des équations (A') et (IV), 

J { — ? — = I H —^ — — I -h -; —^ .... 

9 .n 



{?) '■ ij) 



d 
11 



Il importe de démontrer que -^— restera positif quel que 

soit n ; pour cela, il suffit de faire voir quej^,,^, est positif 
quel que soit /i-, et, comme on a 

j„H.. = (— i)«2a«-^-'V„— -^ ^aa'»-^'— -, 

^ I . 2 . . . /l rt a" 

la question revient à prouver que { — i)" -— est positif. 

Pour simplifier la recherche de -r— ? transformons la 

fonction V de manière que les limites de l'intégrale soient 
indépendantes de a. En posant 2 = a -h -Zi , les limites de- 
viendront o et 00 , et l'on aura 

\ =: e j e ' ' r/z, = i e ' c ' dzy, 

«/o J o 

— = / C '(— 23.) <? 'flr3,=( — 1)''2« / C ':i'dz,y 

et 

(— i)"-- — = 2" / e ' z'dzt, 

résultat essentiellement positif. 

Le développement de l'intégrale proposée en fraction 
continue se déduit immédiatement de ce qui précède. 
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On a 



'OO 



C C I 






'j. y. 

1 + 



1(1 



37 



.^^^ 



I +. . . . 
1 



fï 



7 



2 a' 



Pour appliquer cette fraction continue au calcul ap- 
proché de Tintégrale, on formera les réduites successives, 
qui seront alternativement plus grandes et plus petites quç 
la fraction continue. Il suffira de calculer directement les 

deux premières réduites I -et ) ? les suivantes s'en dé- 
duiront d'après la loi connue : le numérateur d'une réduite 
quelconque est égal au numérateur de la réduite précé- 
dente, plus, au numérateur de la réduite qui précède de 
deux rangs multiplié par le numérateur de la fraction inté- 
grante à laquelle on s'arrête. Les dénominateurs se forment 
d'après la môme loi. Ainsi, Jes cinq premières réduites 
sont : 



I 1 i-f-2<7 14-5^ 1-^97-4-87^ 

I 1-I-7 1-1-37 i-h67-h37'^ I -h 107 -H 167'' 



à partir de la cinquième , le numérateur et le dénomina- 
teur d'une réduite de rang quelconque sont des trinômes du 
second degré en q^ dans lesquels le terme indépendant de q 
est égal à i . 

3. Parmi les courbes définies par V équation différent 
tielle 

dx' X dx y \dx j 
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déteiminer celles qui coupent à angle droit le cercle dont 
r équation est y'^ -f- j:^ = r-. 

L'équation (i) rentre dans la classe des équations de la 
forme 

d'y 



+ F(.)|-,,(r)(|y = o, 



qu'on intègre immédiatement en les divisant par-^; car 

dx 

le premier membre devient une somme de différentielles 

exactes. 

On trouve pour intégrale 

h 

f'zzza — -', 

X 

puis la seconde condition de l'énoncé fournit, entre les 

constantes a et ft, la relation b == :^a \/ r^ — -• 

Par conséquent, les courbes cherchées sont renfermées 
dans l'équation 

2 v'^3 ( 3 r ' — a) 

y''=i a — ^ ' • 

^ax 

4. Étant donnée l'équation F [x^ y, a^ i) = o, on 
propose de déterminer la relation qui doit exister entre 
les paramètres a et b^ pour que les courbes représentées 
par cette équation aient pour enveloppe une courbe 
donnée dont l'équation est (p (x, j^) = o. 

La relation cherchée résultera de l'élimination de x etj 
entre les trois équations 

. . dF do dF d'jf 

Soit, par exemple, l'équation j^^ -h ax -h ^ = o, qui 
représente une suite de paraboles de môme axe, et cher- 
chons la condition pour que ces paraboles aient pour en- 
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veloppe le cercle j^ -h x^ — r^ = o^ nous trouverons 
^= — T~ ''*' ^''' P^^ suite, l'équation des paraboles , 
réduite à ne plus contenir qu'un seul paramètre arbitraire a, 



sera 



a' 



y^-+- a.v y — r^ = G. 

4 

5. Déterminer la relation qui existe entre deux fonc- 
tions M et^ de X et y, telles que la quantité 

M X -h N j 
soit une différentielle exacte. 

L'expression proposée ne renferme que le rapport —, et 

M 

l'on doit seulement se proposer de déterminer ce rapport 

N 
Soit — = ^ ^ la condition pour que l'expression 

dx -+- zdf 

X '\- zy 

soit une différentielle exacte , se réduit à 

dz dz 

équation aux différences partielles dont l'intégrale est 

Ainsi , les fonctions M et N doivent être telles , que leur rap- 
port soit une simple fonction de --^ ou, ce qui revient au 

même, une fonction du degré o de y et .r. 

Cette condition est évidemment remplie , si l'on prend 

pour M et N deux fonctions homogènes du même degré 5 

M dx — {— N dy 
et, en eflet, on sait qu'alors la quantité -ir. i^r^ est 
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une différentielle exacte. Mais on voit , de plus, qu'elle le 
sera encore, si , après avoir pris à volonté la fonction M, 

on choisit une fonction N qui soit égale au produit My ( - ) ? 

(f étant une fonction arbitraire. Par exemple, soient 

X 

l'expression 

(or' — 3 x) dœ -^ [xy — 3 j) dy 
x^ — 3 a:' -h xy'*' — 3 Ja- 
sera une différentielle exacte. 

6. Intégrer V équation différentielle 
d'y fdyY dy 

Celte équation étant homogène par rapport à j^^ et à ses 

dérivées , on pose y = e *, il en résulte une équation du 

premier ordre entre u et x, qui est vérifiée par la valeur 

M = --» et Ton en conclut l'intégrale générale en posant, 

I 

X 

grale est 

y^ = ax -f- bx^. 



comme dans V équation â'Euler, u =: — h z, etc. L'inté- 



7. Intégrer les deux équations simultanées 

dz d'y 
(i) laxy— 'y.zi^ax — ^^) \-ahy=:iO^ 

(2) 7.[by-\-bz — ax)- i(ox — b'^)-^-\-ni y-\-z — ^) = 0. 

dx ^ dx 

dy 
Si l'on élimine — entre ces équations, il vient 

(3) i[bz — ax) dz -{- a [z — b)dx z=zo. 
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Celte équation ne contenant que les deux variables z et a:, 
on peut l'intégrer. A cet eflet, on la rend homogène par 
la transformation connue, et Ton trouve l'intégrale 

(4) aX — Z^=c(2 ^)% 

c étant une constante arbitraire. 

Puis, si Ton remplace dans Tcquation (i) <i.r par sa va- 
leur en dz tirée de l'équation (3) , il arrive que x disparaît 
complètement , et il reste 

ydz — (z — b)cly = o. 

L'intégrale de cette équation est 

(5) Kj=rz-6, 

K étant une constante arbitraire. 

Les intégrales (4) et (5) résolvent la question : on peut 
simplifier la première intégrale à l'aide de la seconde. Soit 
cK'= H 5 la constante H remplacera c, et Ton aura 

(6) Hjr'+z' — ax = o. 

Si l'on veut interpréter les équations (5) et (6) géométri- 
quement, on peut dire qu'elles représentent une courbe, 
intersection d'un paraboloïde et d'un plan parallèle à l'axe 
du paraboloïde. 

8. Intégrer V équation aux différences partielles 

(y z^ \dz / X z^ \dz f y x\ 

X y' ) dx \y x» ) dy"" \x^ y*) 



L'intégrale est 



^^+ r'H-z' 



= ' t (-X "-?)] 



La surface qu'elle représente peut être considérée comme 
le lieu des intersections des sphères (j:*-f-.y*-+- >2* = ^') 

avec les cônes du second degré I z = — - — ? («*) l- 
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9. Intégrer les deux équations linéaires simultanées 



df 



n^x — /î' « cos ô^ ( 07 cos ôf H- r sin bt)z=: o. 



d^ Y 

— -L -I- n}y — n}a sin bt[x cosbt -\- y sin bt) = o. 

On remplace les variables x ety par deux nouvelles va- 
riables u et p», en posant 

X CCS bt -h y sin bt=: « , 
X sin bt — y cos bt=r i', 

et Ton parvient à deux équations linéaires à coeffcients 
constants en m et ^^ , 

_.__ [;,.(«_,) +^.],,+ 2 ^—=0, 

dt^ ^ ' dt 

On les intègre par la méthode des exponentielles en cher- 
chant une solution de la forme 

La substitution de ces valeurs conduit à deux équations 
propres à déterminer les deux inconnues a etfx; a dépend 
d'une équation bicarrée , 



a< 



4.[2^2_;j2(^__2)-|^2_[-^a(^_ ,) + ^2](;iî_^2)--.o^ 



On en tirera quatre valeurs de a. égales deux à deux et de 
signes contraires : à chacune d'elles répondra une valeur de 
\j. fournie par l'équation 

On trouvera ainsi quatre couples de valeurs particulières 
des inconnues m et ^^ dont on fera la somme pour chaque 
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inconnue, en changeant la constante arbitraire c d'un 
couple à un autre. Il restera à substituer les valeurs géné- 
rales de II et u dans les formules 

a: = u ces bt ■-\- ç sin bt, 
y '■= u sin bt — v cos bt, 

et Ton aura x ely en fonction de t et de quatre constantes 
ai'bitraires. 

10. Intégrer les équations simultanées 

dx 

( i ) -r- H- « cos = 0, 

^ ' dt 

dy 

(2) -y- H- «sinG — ^ = o, 

(3) y — et — j7tangô=ro, 

dans lesquelles a^b ^c désignent des constantes données. 

(Les calculs suivants sont détachés du problème de la 
ligne de poursuite résolu par MM. Sturm et Querret dans 
les Annales de Gergonne, tome XIII. Ce problème sera 
traité dans la troisième partie de cet ouvrage. ) 

Le plus simple est de chercher d'abord l'expression de 
en fonction de x. A cet effet, on différentie l'équation (3), 

et l'on remplace — ? — par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (1) et (2) -, il vient 

d, tancô ^ d, tanc G 

b —. cz= —5- z=r — flj:cos0 7-^-î 

dt dx 

j, , c — b 

d ou , en posant = n ? 

dx r:/.taDg6 

n — = ces ô d . tang = 



'^' \l I H- tang' 

L'intégrale est 



tang -f- \/ 1 -f- tang' ~ ( - 



x^ " 



EXERCICES 1> ANALYSE. l^'^ 

j J 

La constante arbitraire h représente la valeur de x corres- 
pondante à 6 = 05 on tire de Féquation précédente, en 

multipliant les deux membres par tang — y/ i -h tang' 0, 

tangS— v^TnTtâng^ô = — /ij", 
et ajoutant membre à membre, 



(4) 

par suite, cos0 



»-=j[©'-a)"]' 



x^ " 



h) ' \x) 

Cette valeur étant substituée dans l'équation (i), il n'y 
restera que f et x , 

_.w.= [(f)V(^-)"]./.. 

* L'iîitégrale est 
C — 2at : 



^[MT-MT] 



On peut choisir l'origine de t de manière que, pour .r = A , 
on aitt=^o^ cette convention fixe la valeur de la con- 
stante C , ou 

\ « -h I n — I / 
et , par suite , 

<=) ^=;r^[(r*-]-^[(r'-} 

Oeit étant connus en fonction dex , le problème de calcul 
intégral est résolu *, car on aura , sans nouvelle intégration^ 
y en fonction de ;r à l'aide de l'équation (3) , dans laquelle 
t et tango seront remplacées par leurs valeurs tirées des 
intégrales ( 4 ) et ( 5 ) , 

<'""^=:-^![fâ"'-]-"^'[(r'-]- 



h 



12 
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Les formules (5) et (6) deviennent illusoires dans le cas 
particulier où ;i = 1 , c'est-à-dire où c = a-\- h. L'expres- 
sion de dt se réduit alors à 



indt ^= l T H ]dx , 

h X 



et son intégi-ale n'est plus algébrique ^ elle prend la forme 

et, par suite , l'équation (6) sera remplacée par la suivante, 

,^ , , lay , , l h\ a — bV (x 

(6^,., _. = (. + i,:/(-)+-^[(-^ 

Si 1 on regarde j" et x comme les coordonnées rectangu- 
laires d'un point, on pourra s'exercer à construire les 
courbes représentées par les équations (6) et [6 bis). Ei 
transportant l'origine sur Taxe des y négatives à une dis- 

h {na ->f h) ^ , . , , 

tance — ; {<) on lera évanouir le terme constant du 

second membre, et si Ton pose en outre 

on aura r -— « -h c ; 

de sorte qu'après avoir construn les courbes (paraboliques 
ou hyperboliques) représentées par les équations (7), on 
n'aura plus qu'à faire la somme algébrique de leurs ordon- 
nées correspondantes à la même valeur de x. 

On construira de même F équation (6 his) à l'aide d'une 
parabole ordinaire et d'une logarithmique. 

H. Étant donnée une série dont les termes sont Jonc- 
tions de X, si on les multiplie par dx , et quon intègre , 
il arrix^e, dans certain s cas, que Von sait déterminer, sous 
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Jorme Jinie, une Jonction égale à la somme de ces inté^ 
grales; et, par suite y en différenliant cette fonction y on 
connaîtra la somme de la série proposée. 

Appliquons cette méthode à la sommation de la série 

ltang'^ + ^,rangJ + ^tang^4-...4-^,tang|,-h... 

X 
2""*'* I 

Le rapport d'un terme au précédent, • -? tend-, 

tanc — 

pour des valeurs croissantes de n , vers la limite -J- ^ par 
conséquent, cette série est convergente pour toute valeur 
de j: (à l'exception de celles qui rendraient Tune des tan- 
gentes infinies, et qui sont comprises dans la formule 

Multipliant par dx et intégrant, il vient, en désignant 
par j' la somme inconnue de la série , 



/ 



X 30 JC 
Y dx=: C — ( 1. ces h 1. - -f I. ces h . . 



2 2' 2^ 



(XXX 
cos - cos — cos — .... 
2 2' 2^ 



Or, on trouve aisément 

. . XXX sin X 

( I ) cos - cos — cos —.,.=: 

^ ' 2 2' 2^ X 

Il suffit, pour cela, de multiplier les équations suivantes 
membre à membre , 



sinr 


2 sin - cos — . 

2 2 


. X 

sin - 

2 


X JC 

tr= 2 sin — cos - 
7} -y? 



X . X X 

sm — -Ttr 2 sin — cos — 

7? 2' ? 



Î7 X X 

sin — ^— == 2 sin — cos — 

2"-' 2" 2" 



12. 
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Multipliant et réduisant, on a 

^V M& W& I^L WV 

sin or = 2" sm — cos - cos cos — . . . cos — j 

2" 2 2' 2^ 2" 

sin — 
sin X 2" a: .r j: j: 

ou = • cos ^ cos — cos — • . . cos — 9 

et pour « = 00 , on a la relation (i). 

/' sin X 
y dy ^=z c — ]. =: c — 1. sinx-f- 1. x. 
X 

Différentions maintenant les deux membres de cette 
équation, et nous aurons 

I 
r = cot X. 

^ X 

Telle est la somme de la série proposée. 
Puisque Ton a , identiquement , 

^-cotx = ^tangj4-^tang^H-^tangJ-+^..., 

on en tire 

I I j: I XI X 

cot - = — tang — H — - tanc h • • • . 

X 7. 2 2' ^ 2' 2' *=* 2^ 

On peut, dans cette dernière égalité, faire a: = tt, et Ton 
a cette formule remarquable : 

l=»tang| + itan6^ + ^tanB^+.... 
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EXERCICES SUR DIVERS THÉORÈMES ET PRORLÈMES 

DE MÉCANIQUE. 



LIVRE PREMIER. 

STATIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 



SUR l'attraction mutuelle des corps. 



1. Un point matériel A est situé dans le plan d'un 
anneau circulaire , homogène ^ d'une épaisseur infiniment 
petite y dont chaque point V attire en raison im^erse du 
carré de la distance. On propose de déterminer V attraction 
totale exercée par Vanneau, 

Soient r le rayon o/w de l'anneau (y/g*. 39), a la distance o A 
du point attiré au centre, \k la masse de ce point, u sa 
distance au point m , 6 l'angle mo A , w l'épaisseur constante 
de l'anneau, p sa densité. Les actions exercées par tous les 
points de l'anneau sur le point A auront évidemment une 
résultante unique dirigée suivant Ao*, et, si l'on désigné 
par f Tintensité du pouvoir attractif rapporté aux unités 
de masse et de distance, l'attraction totale exercée sur le 
point A sera exprimée par 

A- f^^ 

A = (*/ — , 
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en posant V =: I — ; 

et , <;omme on a 

dm = u;,r/i6^ a = \/r'-\- 
l'espression de V prend la forme 






Selon que la valeur trouvé»; pour A sera positive ou né- 
gative j le point sera repoussé ou attiré par l'anneau. 

L'intégrale précédeiile n'est pas calculable sous forme 
finie; mais on peut en obtenir une valeur approchée par 
un développement en série , et l'on va voir que ce dévelop- 
pement met en évidence le changement de sens de l'attrac- 
tion , lorsque le point A passe de l'extérieur à rintérieur de 
l'anneau. 

Supposons d'abord le /)oint attiré extérieur à Van- 
neau, ou a'^r. 

RenipIaçons,dansleradical,cos9par . 

et mettons en évidence le facteur a; il vient 

■ r. .-■ -/-.^..-■/r:Nr-- 



('■ 



r.3.5 r îs/rr 
+ — !~î! • - "• + ■ 



EXERCICES DE MÉCANIQUE. 



l8.^ 



série coiivcrgcnlc , puisque - <^ i ', et il est à remarquer 

que la convergence aurait encore lieu , si Ton réduisait les 
différents termes à leurs modules respectifs , 



1 r 
ï , - - 

2 a 



1 . 3 H 1 . 3 . 5 r 
2-4 *' 2 . 4 • 6 



o^' 



car le rapport d'un terme au précédent ( - \ tond , 

pour des valeurs croissantes de n , vers la limite - <r * • 

a 

On a pareillement, 



(»•) 



(i e ' =iH e 

Va ' 2 a 



1 .3 r» —'x0yj~i 1.3.5 r» - 'ioy'~i 



série qui ne diffère de la précédente que par Icî changement 
de d en — 0. 

Puisque les séries (i) et (2) sont convergentes, par le 
fait seul du décroissement des modules , si on les multiplie 
membre à membre, en ordonnant par rapport aux puis- 
sances croissantes de - 9 on aura une nouvelle série conver- 

a 

gente dont la somme sera le produit des sommes des deux 
autres. 

Or cette multiplication produit des termes de deux es- 
pèces, les uns indépendants de 0, 

'-^U-") "^ta<' ^(,2:4:6 <) ^•••' ' 

les autres dépendants de 6 , et que Ton peut grouper deux 
à deux de la manière suivante : 






1 ou 2 K\ (OS (/? — ''jO ; 
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mais lorsque ces derniers termes, multipliés par dd , seroul 
soumis à Tintégration qui est indiquée dans l'expression 
de V, les intégrales s'évanouiront aux deux limites, o et 2 t: : 
on peut donc les omettre , et , en intégrant entre les mêmes 
limites les termes de la première espèce multipliés par d9^ 
on aura simplement 

Supposons maintenant le point attiré intérieur à F an- 
neau^ ou a <^ r. Le développement précédent de V n'est plus 
admissible \ car, /'étant plus grand que a , la série est diver- 
gente. Il faut alors développer suivant les puissances de -t 
en préparant le radical sons la forme 



^r^-^a.--- 2 a r cos 

et l'on trouvera 



;{-7'"^'T\'--. 



e 



-isT 



I 



r [i olY /'1.3 a}y /1.3.5 an* 

Actuellement 5 pour avoir l'action exercée sur le point A, 
il reste à différentier par rapport à a la première ou la 
seconde de ces expressions de V, selon que le point attiré 
est extérieur ou intérieur à l'anneau; et l'on a 

Pour un point extérieur, 

(3) A=-..,a/.p[(iy?^+(i^)'4^-»-(,^y6j+...] 

L'expression de la force étant négative, le point sera 
attiré et marchera vers la surface externe de l'anneau. 
Pour un point intérieur^ 



mm 
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La valeur de A est positive \ doue le point sera repoussé 
du centre vers la circonférence de l'anneau. 

Ainsi 5 il n'en est pas des actions exercées par les élé- 
ments d'un anneau sur un point placé à l'intérieur, comme 
des actions exercées par les éléments d'une couche sphé- 
rique qui envelopperait ce point; on sait que la résultante 
de ces dernières est nulle, en sorte que le point qui leur 
est soumis reste en équilibre, quelle que soit sa position 
dans l'intérieur de la couche. 

Cette différence de résultats s'explique aisément : 
En effet, soit mm un élément infiniment petit de Tan- 
neau (/ïg. 4^) j joignons A y//, km' . ces droites prolongées 
interceptent un second élément pp' ; comparons les actions 
contraires de ces deux éléments sur le point A : 

L'attraction àstmm! sur A est rgale à l^J P^ 

\m 

L'attraction de pp' sur A est égale à uj p (^ — -- 

kp 

Or, les triangles infinitésimaux Kmm'^ ^^PP' sont sem- 
blables, et donnent la proportion 

mm' pp' 
A m A/y * 

donc le rapport de Taltraction exercée par mm' à l'attrac- 
tion exercée ^2iY pp' est égal à — —'^ et, par suite, le point A 

est plus attiré par celui des deux éléments dont il est plus 
voisin. Sidonc on divise l'anneau en deuxparties C/wB, Cp B 
par une perpendiculaire élevée en A sur oK^ Tare CwB 
exercera sur A une attraction prépondérante, et ce point 
marchera vers 1 en s'éloignant du centre. 

Si, au lieu d'un anneau plan , il s'agissait d'une couche 
sphérique, les éléments linéaires mm! ^ pp' seraient rem- 
placés par des éléments superficiels , bases des deux cônes 



l86 TROISIÈME PARTIE. 

îiifinitési maux dont A serait le soiiimiîl^ ces bases étant 
semblables seraient entre elles dans le rapport 



mm' A m 
ou — 



PP' A/> 



2 •) 



et, par conséquent, les actions contraires de ces deux élé- 
ments de couche sphérique seraient égales entre elles. Le 
plan Bx\.C partagerait donc la couche en deux segments 
dont les attractions se détruiraient mutuellement. 

2. L'attraction exercée par une barre homogène XX' 
(fi g. 4')' ^ longueur indéfinie et d'une épaisseur très- 
petite, dont chaque point attire un point extérieur K en 
raison inx^erse du carré de la distance , est égale à V attrac- 
tion qu exercerait suiv^ant cette loi, sur le même point A, 
un demi-anneau circulaire DoE de même matière et de 
même épaisseur, tangent à la barre, ayant son centre 
en A , et pour axe la perpendiculaire abaissée de ce point 
sur la barre ; l'attraction est inversement proportionnelle 
à la simple distance du point attiré à la barre. 

Soient mm' = Jorun élément de la barre, xladîstance om^ 
9 Tangle o A m, a la distance Ao; et conservons aux lettres 
LL^ f\ (i>^ p , la même signification que dans le problème 
précédent. Si l'on pose, pour abréger, f/^^w p = K, l'attrac- 
tion exercée par l'élément mm' suivant A m sera 

eij: 
A m 

adQ a 



or 



X r=: a iaiïi' . d'où rix =z -, A m 

^ cos^ô cosO 

« 

Lexpression de Tattraction de nun' devient 



dd _ KadO 
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Or, telle est aussi rattractioii qui serait exercée sur A 
par Félément pp' de l'anneau circulaire DoE. 

L'attraction totale de la barre sera évidemment dirigée 
suivant la perpendiculaire Ao; pour l'obtenir, il suffira de 
faire la somme des composantes suivant cette direction de 

toutes les actions élémentaires exprimées par K — : celte 



somme est 






a 



Elle est donc en raison inverse de la simple distance. 

C. Q. F. D. 

Si l'on considérait seulement l'attraction exercée par 
une portion finie BC de la barre sur le point A, il est clair 
qu'elle serait égale à l'attraction de la portion PQ de l'an- 
neau comprise entre les rayons vecteurs extrêmes-, par 
suite elle seraîldirigée suivant la bissectrice de l'angle BAC , 
et il serait facile de calculer son intensité en faisant la 
somme des actions élémentaires estimées suivant celte bis- 
sectrice. En désignant par 0^ , By les angles oAB, oAC, 
l'attraction de la portion BC serait mesurée par 



sin ( 

a \ 2 / 



3. U attraction exercée, par une couche M]N plane, //o- 
mogèncj (Tune étendue indéfinie et d'une épaisseur infini-^ 
nient petite, dont chaque point attire un point extérieur A , 
en raison impers e du cube de la distance^ est égale à Vat" 
tractiori qu exercerait, suii^ant la même loi, une couche 
hémisphérique Do RE, de même épaisseur et de même ma- 
tièrcy tangente au plan MN , ayant son centre au point A , 
et pour axe la perpendiculaire abaissée de ce point sur le 
plan. Cette attraction est im'crsement proportionnelle, à la 
simple distance \o du point attiré au plan (fig. 4^)' 
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Soient A o = nt, 9 l'angle o A /?/ , i|/ Tangle que le rayon 
vecteur om ou rfait avec une droite fixe ox tracée dans le 
plan. Considérons un élément mm^ dont la surface, expri- 
mée dans le système de coordonnées /• et ;p , est rdrd^ \ Fat- 
traction qu'il exerce sur le point A, suivant Am, est 

JLrdrd^f Ksin Ôr/Q r/^p 

3 = 9 

Am 
puisque Km = 9 r =/j tang 0. 

Or, l'élément de la couche hémisphérique, correspon- 
dant à mni\ étant a^ siiiQ dO d'^ ^ son attraction sur A 
sera 

K. a' sin B dB d^ K . sin dO dl 
? ou -^ 

c'est-à-dire égale à la valeur ci-dessus. 

L'attraction totale du plan indéfini MM est évidemment 
dirigée suivant A o, et sa valeur est la somme des compo- 
santes suivant cette direction des actions élémentaires ex- 
primées parla formule précédente, ou 

— I d-h I sm ôcosGr/ô = • 

« Jo Jo ^ 

C. Q. F. D. 

La proposition que nous venons de démontrer directe- 
ment pouvait être déduite de la précédente, en décompo- 
sant la couche plane en une infinité de tranches maté- 
rielles parallèles entre elles , et prenant la résultante des 
actions de toutes ces tranches : 

En effet, soit DCE (Jîg' 4^) l'une de ces tranches^ la 
perpendiculaire oj la c6upe en un point C , et la direc- 
tion CA sera celle de la résultante des actions de tous les élé- 
ments de la tranche sur le point A. 



] 
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Soient Cm = jt, AC = b, CAM = w, 

mm = ftj: =. a [b lang ta) = — — ; A m =r 



COS^fr) COSfr) 

rattraction de rëlément mm^ sur A est égale à 

K (ix K cos &) dtù 



A m 



b^ 



et, par suite, Tattraction totale de la tranche indéfinie DCE 
est 

1' 



K rS , , Kl. 

r— f cos' Cl) « « = — 7^ 



Elle est inversement proportionnelle au carré de la dis- 
tance AC \ le point A est donc dans le même cas que s'il 
était sollicité par une infinité de forces , émanant de tous les 
points C de la droite indéfinie jj^ et inversement propor- 
tionnelles aux carrés des distances. C'est précisément le cas 
du théorème 2 ; donc la résultante de toutes ces forces sera 
égale à 

Ktt Rtt 



2 



la a 

résultat conforme à celui que nous avions trouvé. 





IQO TlOISIEME PARTIE. 



CHAPITRE n. 

APPLICATIONS Dt PRIJ?ICIPB DES VITESSES VIRTLEIXES A LA 
DÉTERMIHATIOR DES COL'BBES d'ÉQUILIBRE d'i M POIDS SOU- 
MIS A DIVERSES COmUTIOHS. 



1. Déterminer la courbe fixe A/wB (fig. 44) sur la- 
quelle un poids P est assujetti à glisser pour que, dans 
foutes ses positions, ce poids fasse équilibre à un poids P 
suspendu verticalement à un cordon inextensible , qui 
passe sur une poulie C et s'attache au poids P. ( On néglige 
le poids du cordon. ) 

Prenons pour axes la verlicale CP'x et l'horizonlale Cj] 
soient x et j It^s coordonnées du poids P, r le rayon vec- 
teur CP, x^ l'abscisse du point P% / la longueur constante 
du cordon P' CP ; on a 

Le système étant à liaisons complètes , le principe des vi- 
tesses virtuelles ne fournit qu'une seule équation 

à laquelle il faut associer celle qu'on obtient en dirteren- 
tiant l'équation de condition précédente , 

dx' -h rf'" = o ; 

éliminant dx\ il vient 

Pr/.r — P'f/r = o, 

et, intégrant, 

P 

A =r — .r -h CDnst 
P' 
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Le rayon vecteur étant fonction rationnelle de Tabscisse, 

la courbe cherchéesera une section conique ayant le point C 

pour foyer, et pour axe principal la verticale Cx, Comme le 

poids P est en partie détruit par la résistance de la courbe 

sur laquelle il repose , et que le poids P' conserve toute son 

action , il est évident que P doit être plus grand que P' ; ce 

qu'indique d'ailleurs l'équation P rlx = P' dr. On a donc 

P . • . . 

— ^ I , et, par suite , la section conique ne peut être qu'une 

hyperbole. 

La constante arbitraire introduite par l'intégration sera 
déterminée par la condition que la courbe passe par un 
point donné. Si l'on suppose que ce point soit Torigine C , 
la constante sera nulle -, le rayon r sera proportionnel à 
l'abscisse Jc, ce qui caractérise une ligne droite, ou plutôt 
un plan incliné passant par le point C, et sur lequel le 
poids P pourra glisser. 

2. Une barre pesante AB (fig. 45) est mohile dans un 
plan vertical ABC, autour d'un axe perpendiculaire à 
ce plan y et passant par r extrémité A. ^u sommet C de 
la verticale AC est placée une poulie ^ sur laquelle s'en- 
roule une corde BCM, ineoitenslhlc, dont un bout sou- 
tient V extrémité B de la barre , et Vautre un poids M. 
On propose de déterminer une courbe fixe DME, telle 
que le poids M assujetti à reposer sur cette courbe , fasse 
constamment équilibre à la base. 

La figure peut représenter la section verticale faite par 
le centre de gravité G du tablier d'un pont -levais . et les 
tensions des deux chaînes qui soutiennent le pont seraient 
remplacées par leur résultante dirigée suivant le cordon BC. 

Les forces qu'il s'agit d'équilibrer sont le poids P de la 
barre appliqué à son centre de gravité G et le poids M. 

Soient X et x' les abscisses des points G et M, comptées 
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sur i'axc vertical C jrr à partir de l'origine C. Le principe des 
vitesses virtuelles donne l'équation 

(i) Mdx-hPdx = G. 

Soient AC = A, AB = /, AG = s^ Cm = r; a la lon- 
gueur totale du cordon HCM; nous introduirons comme 
variable auxiliaire l'abscisse CK du point B -, soit CK = X. 

Les liaisons du système s'expriment ^ar les deux équa- 
tions 

'h — x' s 



rï 



/i — X / 

l'= A'-f- (a— ry— 2/iX, 
d'où l'on tire 

[ [a — r) dr -{- h d\ =1 o \ 

éliminant dx' et ^X entre les équations (i) et (2), il reste 
une équation entre les coordonnées r et x du point M, 

^ ' Vs 

Soit, pour abréger, — - — = ô; l'inlégration donne 

ar zz: ox -^ c, 

2 

C étant la constante arbitraire ; ou , si Ton désigne par 6 
l'angle MCa:, 

ar — = or cos ô -H c 
2. 

Soient r^ , Oq les coordonnées d'un point donné par lequel 
la courbe doit passer 5 on aura 

c = la — b cos Ôo ) ^« ^ • 

^ ^ 2 

jNous nous bornerons à discuter le cas où les coordon- 



% • 
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liées f'oy de satisfont à la condition e = o. Alors, en sup- 
primant le facteur r, on a simplement 

r r= 2fl — 2.b cos ô. 

La courbe représentée par cette équation est bien connue^ 
c'est l'épicycloïde qu'engendre un cercle de rayon a , rou- 
lant sur un autre cercle égal au premier, tandis qu'un 
point m pris sur un rayon du cercle mobile et distant de 
son centre de la quantité i, tourne avec celui-ci. 

En effet, soient A {fig- 47) 1^ point où se touchaient les 
deux cercles à Torigine, m la position du point décrivant 
lorsque le cercle roulant , dont le centre est C, est venu tou- 
cher en B le cercle fixe dont C est le centre ; en sorte que 
arc AB = arc A'B 5 soient CA = a , c' m= b. Prenons sur 
le rayon fixe CA , prolongé s'il est nécessaire , une longueur 
CO = i-, le point O sera l'origine des rayons vecteurs, et 
COt Taxe polaire. Soient Om = r, mOa:=0; m O étant pa- 
rallèle à ce, se projette en vraie grandeur sur cette droite, 
et Ton a 

CC'=:0'm'H- 2CO', ou 2r/ = r-h2/->cosô, 

d'où 

r = 2a — 2^ cos 6. 

Dans la construction de cette courbe, on distingue trois 

cas : 

a = by a<^by a'^b. 

Dans le cas où a = b, on a 

r = 2« (1 — cos 6). 

Si l'on décrit un cercle du point C comme centre avec a 
pour rayon (fig- 46), et que Ton tire un rayon vecteur 
quelconque CMN incliné à la verticale de l'angle 0, on aura 

RS = «(i — cos G), et, par suite, r=7. RS; 

i3 
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on aura donc uu point M de la i-onrbe en prenant CM double 
deRS. 

En désignant par \ Fangle de la tangente avec le rayon 
vecteur^ on trouve 

ce qui permet de construire aisément la tangente en chaque 
point. La courbe touche en C la verticale Cjt; elle coupe 
le cercle en un point T, lel que RT est ^ale au rayon , et 
la tangente en ce point est horizontale. 

Le poids M ne saurait s écarter du centre C au delà de T, 
et, quand il atteint cette position, le pont-levis est devenu 
vertical; son poids est détruit par la résistance de Taxe A, 
et le poids M est également détruit par la résistance de la 
courbe sur laquelle il repose. L'autre position limite du 
pont'levis est l'horizontale AH; la valeur correspondante 
du rayon vecteur Cm est 



r = a — ^h^ -h Pj d'où cos ô = 



2a 



ces valeurs de r et de 6 déterminent un certain point V de la 
courbe, et la seule portion utile de répicycloïde , c'est-à- 
dire celle que le poids pourra décrire, sera l'arc \ T. Le 

point V sera en C , quand on aura a = \/A* -4- /*. Nous ne 
nous arrêterons pas à la discussion des deux autres cas. 
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CHAPITRE m. 

sijR l'équilibre d'un fil flexible et inextensible. 



1 . De la figure d'équilibre d'un fil flexible, homogène y 
d'une épaisseur constante et d'une longueur donnée, at^ 
taché par ses extrémités à deux points fixes A, B, et dont 
chaque point est sollicité par une force dirigée vers un 
centre fixe o , et fonction de la distance du point à ce 
centre^ 

Prenons le centre fixe o (fig* 4^) pour origine des coor- 
données. Soient R la force appliquée au point in (x ^ y^ z) 
et rapportée à Funité de longueur du fil ; T la tension en ce 
points r le rayon vecteur o/n. 

Les équations d'équilibre sont 

d,T -T K -ds = o, 

as r 

^ ^ as r 

dz z 

d.T-; K-ds = o, 

ds r 

Démontrons d'abord que la courbe AmB est plane. 
En combinant deux à deux les équations précédentes, 
pour éliminer les seconds termes, on en tire 



ar</.T-7- — rrf.T -7- = o 
ds ds 

) ou 
dz dx 

xd,T afl?.T-;- = o 

ds ds 



et, intégrant, 



T (xdy — jdx) = cds, 
T ( xdz — zdx ) =: dds. 



^ 



i3. 



Mut 
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DÏTisoDS membre à membre, ponr éliminer T. et meltons 
X* en diviseur, il vient 



k désignant la constanle - - EnBn , par ane seconde inté- 
gration , OD 3 

- = -(- + X^, 

équation d'un plan passant par l'origioe. Les constantes 
X: et k' serOQt déterminées par la condition que ce plan ren- 
ferme les points exlrcnies A et B. 

Le fil en équilibre cal donc contenu tout entier dans le 
plan conduit par ses deux extrémités fixes et par le centre 
d'attraction, ce qu'il était aisé de pi-évoir. 

Prenons ce plan pour celui des xv : nous ne conserverons 
ainsi que les deux premières équations (1), 



Nous en avons déjà tiré 

Le premier membre de cette intégrale repiésente le mo- 
ment de la tension T par rapport au centre fixe. Ainsi le 
moment de la tension en chaque point, par rapport au 
centre fixe, est constant. Soit p la distance oD (Jig- 4q) 

centre à la direction de la tension, l'équation précé- 

te peut s'écrire 

* tension varie donc en raison inverse de la distance du 
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centre fixe à sa direction, ou encore, en raison inverse de 
la projection du rayon vecteur sur la normale mN. 

Si l'on multiplie les équations d'équilibre respective- 

oie rfv 

ment par —7 -^9 et qu'on ajoute les produits, on a, 

comme on sait , 

^/TrzrRrfr, d'où (3) T=c'-f-/Rrfr. 

Ce qui montre que V accroissement de tension, en passant 
d'un point à un autre du fil , dépend uniquement des dis^ 
tances de ces points au centre d^ attraction. 

En éliminant T entre (2) et (3), on a l'équation diffé- 
rentielle de la figure d'équilibre, 

[c'-^jYidr) [xdf — ycla:)= cds. 
Soit mox = 6 5 on a 

xdf — j</a? z= r'dB, ds = \/dr^-i- r'dQ^ ; 

on tirera de l'équation précédente 

(4) ^^= , -'''' 

La recherche de la figure d'équilibre est ramenée à une 
quadrature qu'on saura déterminer exactement pour cer- 
taines valeurs données de la fonction R. 

Nous avons trouvé (page 67), pour l'expression géné- 
rale du rayon de courbure d'une courbe plane, 

rdr 
^ "^ d(rsmyf 

où V désigne l'angle de la tangente avec le rayon vecteur. 
Or 

donc 

//{rsinVl = 7-T TTr-TT' 
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et, par suite, 

(5) P = ^ 

Telle est Texpression du rayon de courbure en fonction 
du rayon vecteur. 

Examinons , en particulier , le cas où la force centrale 
suit la raison inverse du carré de la distance 5 



r' J r 

L'équation (4) devient 



±cdr 
dB = 



et si l'on pose -^ = z , 

zn.cdz 



I 

r 



dB 



/- W ■ ■■■■ ■■ P^' — ■■Mi t ■ ■ Il I 

L'intégrale s'obtient sous forme finie et prend des formes 
différentes selon que 

p^C ou fA<^C, ou |X = f . 

Soit, par exemple , |jl* — c* = — /i* 5 on trouve 

n 



F-^ ^ I—. ; / ® \ 

— C ^. -y^/î» -I- ijt'cos ( . — w J. 

« « \ \/ «^ -+- fjt* / 

Cette équation pourra se construire à l'aide d'une section 
conique. 

Pour déterminer les trois constantes /i, c', co, on a les 
conditions que le fil passe par les points donnés A et B , et 
qu'il ait une longueur donnée 5 si ces conditions ne four- 
nissent pas des valeurs réelles et finies polir les con- 
stantes, on en conclura que la forme adoptée à priori pour 
l'intégrale n'est pas admissible, et Ton recommencera le 
calcul en partant d'une autre forme. 
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Eu général , la courbe est recdfiable , car on a 
ds =1 ar\/ I H -7--- = , — I - •) 

2. Remarque sur V élimination de la tangente T rfaw5 
/a recherche de la figure d'équilibre du Jil flexible. 

Dans la question qui vient de nous occuper, il a suffi, 
pour obtenir l'équation de la courbe formée par le fil , de 
substituer dans une combinaison des équations (i), la va- 
leur deT tirée de l'équation (3). En général, Pélimination 
de T pourra se faire ainsi , toutes les fois que les compo- 
santes X, Y, Z de la force (centrale ou non centrale) qui 
sollicite chaque point du fil , satisferont à la condition d'in- 
tégrabilité 

ILdx -\- X djr -{- Zdz =1 d (^ [x y y , z) j 

parce qu'alors on aura 

T = /— (Xrflr H- Yrfj -f Zdz) r= const. — <p(a?,r, ^). 

Cependant , si(Xeir-hYrf^-hZrf2) n'était pas une dif- 
férentielle exacte, on peut demander comment s'effectue- 
rait 1 élimination de T. Pour répondre à cette question , 
nous prendrons les équations de l'équilibre du fil sous la 

forme générale 

dx\ 
Tsj 

<■) ! <'S) 



^/^T^ ] -HXc/.f = o, 



-h Yfl?.v —G, 



d{'^-^\ -H Z </5 = o; 

proposons-nous d'en éliminer T el z afin d'avoir une équa- 
tion diflérenlielle entre 7 et x seulement. Si l'on effectue 
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et, par suite, 

(5) 
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P = 



'•(' 



lit par exemple 

> qui dépende'^ 

u oomb** 



Telle est Texpression 
du rayon vecteur. 

Examinons, en pa* 
suit la raison invers' 



B 



L'équation 



et si Ton \ 



roi 



L*iii 
dir 



(Il 



du cinquième o. 
oonnaitrc r en fonctiou 
liitraires; par snite. :r et T 
connues de x et des mêmes con- 
- déterminer ces cinq constantes . les 
urbe passe par deux points donnés et 
'i\r donnée. 
'C autre méthode d élimination plus simple. Le 
• nr des équations 1 1 ) peut être remplacé par le suivant : 

_ dy fir dx dr . 

Ydr — Xdr = 1 {^d- -d — ]. 

\ds ds ds d> ' 

, dx dz dz dx \ 

r/T = — ( Xdx -^Ydr-h Zdz : 

puiî^, .si Ion rli>iseles deux premières, membre à membre , 
OT» a , PII pFfmant x pour variable indépendante , 

d'y 
Yrix — Xdr di 

Xr/z — Zdx d'^z 



dx 



i'quâlfon indépendante de T <'t du deuxième ordre par rap- 
port à y ri à z. Enfin, en substituant dans la troisième 
é(|iialfnri la valeur de T lirée de l'une des deux premières, 



/" 



Blîci; 
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ice par le fil \ on la calculera 

^^ Y / •lations(i). 

i^^^ lindre à base circulaire, 



% 



^\^ 



r\ 



= dz2/-; 

■luldplîées respec- 






<j 



'' '«^'^Xx^tion 



xfi^^ eS^^ ^^rigé en sens 



ve 






^ la ï'ésîslance de la surface rapportée à 1 li. 
^ so^*^^ Au fil , 17 le poids de cette unité ^ les équaliv 

.Vé4**^ t I (lx\ dL , 



(O 






en ^^'' 



(IT = pdz , 
o^ * " T = /?3 + A . 

*^^ ' fil ay^^* ""^ longueur donnée, et étant fixé par ses 

^^ \irétn\tés à deux points donnés de la surface, il y 

deu^ ^lans la figure d'équilibre , un certain point plus bas 

a^^^' ^ Ips autres. Soient c l'ordonnée verticale, et /;//. la 

que to^' 
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les ditl'érentialions indiquées , en prenant par exemple 
X pour variable indépendante, les quantités qui dépendent 
de T et de z dans nos trois équations sont au nombre de 

cinq, 

T, dT, 2, dz^ d'z. 

En différentiant de nouveau trois fois de suite chacune 
de ces équations , on aura on tout douze équations, d'où Ton 
pourra éliminer les onze inconnues 

T, ^T, d^T, d'T, d'T, 

z, dzy d^Zy d^Zf d^Zy d^z. 

Il restera une équation différentielle du cinquième ordre 
entre 7 et x-^ cette équation fera connaître j^ en fonction 
de X et de cinq constantes arbitraires ^ par suite , z et T 
seront aussi des fonctions connues de x et des mêmes con- 
stantes. On aura , pour déterminer ces cinq constantes, les 
conditions que la courbe passe par deux points donnés et 
ait une longueur donnée. 

Voici une autre méthode d'élimination plus simple. Le 
système des équations (i) peut être remplacé par le suivant : 

r^ l dv ,dx dx dy 

Ydx — Xdy =:T l-^d- -rd -4- 

\ds ds as d.s 

... r^ l ^ , dz dz , dx \ 

y^dz---7.dx = T \—d- 7-r/— , 

\ ds ds ds ds j 

dT = — (Xe^ -f- Xdy + Zr/z); 

puis, si Ton divise les deux premières, membre à membre, 
on a , eu prenant x pour variable indépendante , 

d}y 
Ydx — Xdy_ dx' 
Hdz — Zdx d^z 

~dx^ 

équation indépendante de T et du deuxième ordre par rap- 
port à Y et à z. Enfin, en substituant dans la troisième 
équation la valeur de T lirée de l'une des deux premières, 



r 
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oiiâ 

dx ! dY^\ 

Xclx 4- Y^j -h Zrfz = — r/ I -+- -T-, 1 » 



dx'' 

équation différentielle du troisième ordre entrej^, -2 et a:. 
Ainsi , on est amené à intégrer deux équations simultanées, 
l'une du deuxième ordre , l'autre du troisième. Les inté- 
grales renfermeront , conformément à ce que Ton a vu dans 
la première méthode, cinq constantes arbitraires. 

3. De la chaînette sur une surface courbe. 

Soit L = o Téquation de la surface rapportée à un sys- 
tème d'axes rectangulaires dont Tun, celui des ^, est sup- 
posé vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur; 
posons 

et soient N la résistance de la surface rapportée à l'unité de 
longueur du fil , /? le poids de cette unité ; les équations 
d'équilibre sont : 

^ T — ) 4-NV--- ds — o, 
\ ds I dx 

V ds j dy 






on en tire dX =i pdz , 

d'où T = /?3 -h A . 

Le fil ayant une longueur donnée, et étant fixé par ses 
deux extrémités à deux points donnés de la surface, il y 
aura, dans la figure d' c»qui libre , un certain point plus bas 
que tous les autres. Soient c Tordonnée verticale, et /;//. la 
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tension du iil en ce point ^ on aura 

ph = pc -^ A^ d'où A = /? ( // — c); 

d^où l'on voit que si le plan des xy est demeuré arbitraire, 
il suffira qu'il soit placé à une distance h du point le plus 
bas, pour que la constante A soit nulle; alors on aura sim- 
plement 

c'est-à-dire que si l'on venait à rompre le fil en un point 
quelconque, on pourrait maintenir une des portions en 
équilibre , en lui ajoutant un prolongement vertical de 
même densité passant sur une poulie fixe, et terminé au 
plan fixe des x , j*. 

Plus généralement, la différence des tensions en deux 
points quelconques égale le poids d'une longueur de fil égale 
à la différence des hauteurs de ces deux points au-dessus 
d'un même plan horizontal. 

Discutons quelques cas particuliers. 

I**. La surface L est cylindrique et son axe est ^vertical. 
On a 

L = /(x, jr)=zo, d'où — = o. 

La troisième équation (i) se réduit, en y remplaçant ï 

2, à 



par p^ , 



d[—.]:=ds, d'où 3' = j- H- h\ 



en comptant l'arc s à partir du point le plus bas. Cette re- 
lation est précisément celle qui a lieu, dans la chainetie 
ordinaire , entre l'arc et l'ordonnée verticale : donc la 
courbe tracée par le fil sur le cylindre est telle, qu'elle a 
pour transformée une chaînette dans le développement de la 
surface. 

La résistance IS est égale et contraire à la pression exercée 
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de dehors en dedans sur la surface par le fil ; on là calculera 
au moyen des deux premières équations (i) . 

Supposons qu'il s^agisse d'un cylindre à base circulaire, 

1j = x'^ -{- y^ — r', 

dh dh I _^ 

dx dy ^' V ' 

9 

on lire des deux premières équations (i), multipliées respec- 

livement par -r-^ ^r"* 

*■ dx dy 



mais puisque 




ds ds dx'^ -f- dy"*^ / dz 



^ ds -^ ds ds' '^ \ds) '' 

donc rN=dz;..[(^^y-i]=±/.3(J-.) , 
ou , enfin , 

z 

ha pression 'varie donc en raison inv^erse de la hauteur 
du point considéré au-dessus du plan horizontal des x , j. 

Comme on a T = pz ^ on peut dire encore que la près-, 
sion en chaque point varie en raison inuerse de la tension 
coiTespon dante. 

2^. La surface L est une surface conique de résolution 
dont Vaxe est vertical. 

Ici , il convient de prendre pour origine le sommet du 
cône, et, par conséquent, la constante A de l'expression 
deT ne sera plus nulle en général 5 on aura 

T = pz -h A — p [z -h h — c). 
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En prenant pour axe des z Taxe du cône , et désignant par a 
le demi-angle du sommet, il vient 

L, = [x^ -^ jr^) ces' a — z' sin' a , 

dL dL dh 

— — =r 207 cos'a, =2rcos'a, — r" = — 2zsin'a. 

dx ^ dy '^ ^ dz 

Substituant ces valeurs dans les équations (i), on tirera des 
deux premières, 



et, intégrant, 



-^-'i-'T)--- 



Cette intégrale, transformée en coordonnées polaires, va 

nous fournir la projection horizontale de la courbe cherchée. 

Soit 6 l'angle que fait avec l'axe des j:, la projection 

horizontale de l'arête du cône aboutissant au point {x^y^ z ) 

du fil 5 on a 

I j , Fr> ces a , ces a , 

xdy — Y dx :=zr^db. z-=. r — 9 dz = — dr , 

sm a sm a 



is = y/. 



dr^ 
sm^ a 



et , ces valeurs substituées dans l'équation précédente , on 

tire 

Bdr 

d9=: 



r y^( pr cos a + A sin a ) V — B* sin^ a 

Cette expression n'est pas intégrable, en général, sous 
forme finie. Elle le devient si l'on suppose c = h, ou A = o ; 
alors 



dr 
B — 



r/Ô 



r' 



s/^ 



B' sin' a 

p^ cos^ a 
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, . B sin a 

ou bien , en posant = u . 

* p cosa.r' 

, - — du 

2 sma. a 9 = — -— ~ . 

\/ 1 — m' 
L'intégrale est 

/A \ • /' Bsina \ 

2 (Ô — w) sm a = arc cos ) • 

\pcosct. r^ J 

Au point le plus bas, on peut supposer d = - en faisant 

passer le plan desjz par ce point; et, de plus, on a alors 

A sin a 

r^ 9 etc. 

cos a 

Pour avoir la transformée de la courbe décrite par le fil 
dans le développement du cône , désignons par R la lon- 
gueur deTaréle dont la projection est r, et par© l'angle du 
développement du cône qui répond à 9 , 

s 

rrrrRsina et 0r=0R, d'où = -. 

sma 

Ces valeurs étant substituées dans l'intégrale précédente, 
on trouvera l'équation d'une hyperbole équilatère. 

Le calcul de la pression N ne présente rien de remar- 
quable. 

4. Déteiiruner V épaisseur variable et supposée très-pe^ 
tite d^unfiljlexible, homogène et pesant y suspendu à deux 
points fixes y de sorte que sa figure soit une courbe 
donnée. 

En prenant le plan de la courbe pour celui des ocy , et 
pour axe des y la verticale dirigée en sens contraire de la 
pesanteur, on a les équations 

dy 
d .J — -{- g (a ds ■= o , 
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(à désignant le produit de la densité du fil et de la section 
normale qui a lieu au point m {Jig. 49)* 

ds 
De la première équation , on tire T = gh — » gh étant la 

tension au point le plus bas C; et cette valeur de T, substi- 
tuée dans la deuxième équation , donne 



hd -^-^^dx\ i-i- -jL=:o. 
dx y dx^ 



Soit -- =1^; on tire 
dx 



dx 



Vu-/?' 

La courb^ ACB étant donnée , on tirera de son équation 

les valeurs de/? et ^en fonction de j:, et, par suite, on 

aura la fonction de x que o) représente. L'équation précé- 
dente peut s'écrire 

A(l+£^) 
P 

désignant le rayon de courbure de la courbe donnée ; sup- 
posons que cette courbe soit un cercle ayant son centre 
en D sur oy , et soit B l'angle CD/w \ on aura p = tang 9 , et, 
par suite , 



b) 



P cos' ô 



p étant constant , on voit que o) , c'est-à-dire l'épaisseur du 
fil , variera en raison inverse du carré du cosinus de l'an- 
gle 0: elle sera la plus petite possible au point le plus bas C 



ou 1 on aura w = — 

P 
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CHAPITRE IV. 

SVMi LA FIGURE PERMANENTE QUE PEUT PRENDRE UN SYSTÈME 

VARIABLE DE POINTS MATÉRIELS, ANIMÉ d'uN MOUVEMENT 

I 

DE ROTATION. 



1. Uti fil Jlexïble y homogène , non pesant et de Ion- 
gtteur invariable y est animé d'un mouvement de rotation 
autour de la droite qui joint ses extrémités fixes. Ce fil 
peut-il prendre une figure permanente , et quelle sera 
cette figure? (Question proposée par M. Sturm, au con- 
cours d'agrégation de 1842. ) 

Pour que le fil puisse prendre une figure permanente , il 
faut que le mouvement de rotation soit uniforme. En effet, 
supposons que le fil tourne en conservant constamment sa 
figure; on ne changera rien à son mouvement en supposant 
qu'il devienne rigide , puisque les forces effectives prises en 
sens contraires, qui, d'après le principe de d'Alembert, se 
font actuellement équilibre sur le fil flexible , se feront en- 
core équilibre après sa solidification : mais alors ce fil sera 
dans les mêmes conditions qu'un corps solide tournant au- 
tour d'un axe fixe, sans être sollicité par aucune J'orce , et 
l'on sait qu'alors la vitesse angulaire de rotation est constante. 

Supposons donc qu'un fil AmB (fig- 5o) tourne avec 
une vitesse constante autour de l'axe AB; prenons cette 
droite pour axe des x et le point A pour origine. La force 
effective , rapportée à l'unité de longueur du fil , qui sollicite 
chaque élément ds , peut en général se décomposer en deux, 

l'une tangentielle, — ds (qui est nulle ici, puisque la vi- 

V- 
tesse \ ne varie pas avec t) 5 l'autre centripète , — ds , qui 
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est dirigée suivant le rayon r du cercle décrit par le point m. 
En désignant par ot) la vitesse angulaire de rotation , on a 
V = rc«), et p = r ; la valeur de la force centripète est donc 
rw' rf^ , et ses composantes parallèles aux axes des x , y^ z 
sont o, — ^'jTî — w* 5. 

Or, le fil doit être en équilibre sous l'action de semblables, 
fondes prises en sens contraires^ on aura donc les équations 

ds -^ 

dz 
d.T V -+• w^2 «^f = o. 
ils 

De ces équations, on conclut d'abord que la courbe est 
planta : 

En eilet, si Ton multiplie la seconde équation par z et la 
tmisîème par y, et qu'on retranche membre à membre, il 

vient 

dy , ^ dz 

zd.T^ — r ^/.T — =o, 

ds " ds 

équation qui équivaut à 

/ dr dz\ 

dont Tintégrale est 

/ dr dz \ 

Mais la constante c est nulle; car, au point A , on a j = o, 
^ = 0, et les cosinus -j-^ J- ^^ peuvent prendre que des 

valeurs finies, ainsi que la tension T. Ces valeurs devant 
vérifier Téquation précédente, on en tire c= o, et, par 
suite , on a pour tout point de la courbe , 

z dy — y dz = o , ou d l-\ =^ o; 
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d'où 

équation d'un plan parallèle à Taxe des x. Ce plan , devant 
renfermer les points A et B, passera par l'axe lui-même, 
d'où /ï = 05 quant à la constante tw, elle doit rester indé- 
terminée, puisque le fil peut être placé dans un azimut 
quelconque. 

Prenons pour plan de la courbe le plan xKj\ nous n'au- 
rons plus à traiter que les deux équations 

dx 

dy 

ds -^ 

La première s'intègre immédiatement , et donne 

^ ' ^ dx 

en désignant par j c o)' la constante arbitraire. 

c est une quantité positive , car la tension T est positive , 

djc 
et l'on peut toujours faire que — soit positif au point A, 

en y plaçant l'origine des arcs. Substituant cette expression 
de T dans la seconde équation , il vient 

dy 
c d. -■ — h 2,yds = G. 
dx 

Cette équation déterminera la figure d'équilibre du fil. 
Il est à remarquer que le facteur tù a disparu ; d'ailleurs ^ 
la valeur de la constante c ne dépend que des limites et de 
la longueur du fil , mais nullement de <i)^ donc la forme de 
la courbe ne dépend pas de la ^vitesse angulaire. Ce résul- 
tat , en apparence paradoxal , s'explique en observant que , 
d'après l'équation (i), si le mouvement s'accélère, la ten- 

■4 
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sion du (il en chaque point augmente proportionnellement 
au carré de la vitesse angulaire. 

Pour intégrer Téquation précédente, on pose -^ =p^ 



dy 



d'où ds = -^ Ji -+- p* , et il vient 
on en tire l'intégrale première 

(IS 

a étant une constante arbitraire. 

Comme on a au point A, « { -j" ) = c, on voit que 

la constante a est de même signe que c , c'est-à-dire posi- 
tive; et de plus, qu'elle est plus grandç que c, 

— ne peut devenir négatif en aucun point de la courbe j 
car le changement de signe de — i s'il avait lieu,* exige- 

us ^ 

rait que cette fonction finie et cotitinue 'de x passât par 
zéro , d'où Ton conclurait que Ja Constante c est nulle : oe 
qui est inadmissible. Ainsi, Tare croît constamment ayec 
Tabscisse depuis A jusqu'à B. 
De l'équation précédente on tire 

cette expression n'est p^s intégrable, en général ; majs on 
peut reconnaître d'après elle certains caractères de la 

courbe, y ne saurait dépasser ^a — c , quantité réelle d'a- 
près ce qui a été dit plus haut \ quand l'ordonnée atteint 

dy 

cette valeur maximum, on a — = o, et, par conséquent, 
la tangente est parallèle à l'axe A6. 
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A partir de rorigine A , jusqu^au point C pour lequel 

y z= ya — c, on devra prendre le signe -h dans le second 
membre de l'équation (2), puisque j" croît avec x 5 au delà 
de ce point, y commence à décroître, on prendra le si- 
gne — ; et l'on voit qu'à des valeurs de ~- égales et de 

signes contraires , répondent des valeurs égales de y : la 
courbe est donc symétrique par rapport à la perpendiculaire 
à Taxe de révolution menée par le point le plus haut. 

L'équation (2) coïncide avec celle qui résout le problème 
d'analyse traité dans la seconde partie de cet ouvrage 
[chapitre VII ^ § *)• Le lecteur y trouvera les équations de 
condition qui existent entre les constantes a et c , ainsi que 
la discussion du cas où la longueur donnée (2/) du fil diQere 
peu de la distance (2 J) dçs points extrêmes A et B. La 
Qgure d'équilibre se confond alors sensiblement avec une 
sinusoïde. 

Mais il faut remarquer qu'outre la courbe ACB, qui 
satisfait au problème d'analyse dont nous parlons, il 
existe une infinité d^ autres figures d* équilibre égale- 
ment possibles. En effet, la figure ACB suppose que le fil 
soit situé tout entier d'un même côté de l'axe AB. Or, si 
l'on conçoit qu'avant de lui imprimer son mouvement de 
rotation on l'ait partagé par moitiés , telles que ACO , OC'B 
jjig. 5 1) placées de part et d'autre de l'axe 5 puis, qu'on l'ait 
mis en mouvement en fixant d'abord son point milieu O , il 
est visible que ce point, abandonné à lui-même, demeurera 
immobile en vertu des tractions parfaitement égales et con- 
traires qu'il éprouvera de la part des portions égales et sy- 
métriques qu'il sépare, et le fil se mouvra avec la figure 
permanente ACOC'B. Cette figureprésente deuxpoints C, C 
où l'ordonnée (abstraction faite du signe) atteint la valeur 

maximum y/ a — c\ mais les constantes a et c ne seront plus 

,4 
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les mêmes que dans le premier cas, où il n'existait qn^une 
ordonnée maximum. Eji effet , en conservant les notations 
nbj ni pour désigner la distance ÂB et la longueur du fil , 

nous avons AP= -etarc AC = -; les équations (3) et (4) 

du problème d'analyse déjà cité seront donc remplacées par 
les suivantes : 

b=z2C I . , 



-£ 



V»— c [a — x^) ^X 



On conçoit de même que le fil pourrait être partagé en 
trois, en quatre, en n parties égales situées alternative- 
ment de part et d'autre de l'axe {Jig- 5 1 ) . 

L'équation de la sinusoïde obtenue par approximation 
dans le cas où la figure du fil s'écarte peu de la droite AB , 
rend bien compte de ces diverses solutions. E^ effet , on a 
trouvé ( page 117) 



="V^ 



sm — î— 
ma 



où les constantes a et e ont été remplacées , pour l'homogé- 
néité, par fl* et ma*. 

Pour déterminer a et m, on a les conditions que la 
courbe passe au point B , et que l'arc AB ait une longueur 
donnée : les coordonnées du point B étant j^ = o ? x= nbj 
on aura d'abord 

2b ^ 



nir* 



ma 



n désignant un nombre entier quelconque ^ et, par suite, 



^v»— 



3 



2Ù ^ l m' . FITC 

y = sin — r X . 

mnn 2 à 
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En donnant successivement à n les valeurs i , 2 , 3 , 4? • • • <) 
cette équation représentera une infinité de sinusoïdes qui 
seront les différentes figures d'équilibre dont nous avons 
reconnu la possibilité. 

2. Un vase à deux branches verticales AB , GD( fig. Sa), 
réunies par un tube horizontal, et symétriquement disposées 
par rapport à un axe vertical oz , contient du mercure dans 
ses deux branches. On suppose quel' on imprime à ce vase un 
moui^emeht uniforme de rotation autour de oz, La colonne 
mercurielle se dii^ise et laisse un vide efgh dans la branche 
horizontale qui n'est plus qu en partie remplie, tandis que 
le liquide s'élève dans les deux branches verticales. 

On propose de déterminer la figure permanente du li- 
quide et les dimensions de l'espace vide. 

D'après le principe de d^Alembert, il doit y avoir équi- 
libre , eu égard aux liaisons du système , entre les forces ap- 
pliquées à tous les points de la masse liquide en mouvc 
ment et \qs forces effectis^es prises en sens contraire. 

Si Ton désigne par X, Y, Z , les composantes de la force, 
rapportée à l'unité de masse (la pesanteur), qui agit au 
point dont les coordonnées sont x^y^ z, par p la pression 
en ce point, par p la densité du liquide, parX', Y', Z' les 
composantes de la force accélératrice qui produirait sur 
chaque point libre le mouvement qu'il a réellement) on a, 
d'après les principes de l'hydrostatique , 

| = P(T-r), 

Or, on suppose que le liquide tourne en conservant une 
figure permanente ^ la pression p est donc indépendante du 
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temps, et n'est fonction que des coordonnées JC, y, z. Par 
suite, on déduit des trois équations précédentes , 

^/? = p[(X — X')^-h(Y — Y') rfr + (Z — Z')€/z], 

équation propre à déterminer la pression. 

Il en résulte que la figuie permanente ne sera possible 
qu'autant que l'expression 

sera la différentielle totale d'une fonction de x^y^z. Cher- 
chons la valeur de cette expression : 

La densité p est une constante donnée. 

En prenant pour axe des z l'axe de révolution , on a 

X=:o, Y = o, Z = — g'. 
La force accélératrice effective se réduit à la force centri- 
pète ( — ) 9 puisque la composante tangentielle [-r-] est 

nulle dans un mouvement uniforme 5 soient ct) la vitesse angu- 
laire de rotation, ria distance du point (x^y^z) àTaxeo-z, 

on a if = r(ùy p = rz=: ^ x* ■+~y * • ï* force effective a donc 
pour intensité rw*, et comme elle est dirigée suivant le 
rayon r, ses composantes sont 

X' = — w^:c, T=^ — <ù^X, Z'rrro; 

par suite , ** 

^ = p [— gdz -h «» (xdx -h X^X)]' 

Cette expression est bien une différentielle exacte, et en 
l'intégrant on a 

(i) p=z —gpz-{-^(a:'-hX^)-hc, 

* 2 

c étant une constante arbitraire, qu'on déterminera plus 
loin. 

Les surfaces supérieures aft, cd des deux colonnes liquides 
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sont des surfaces de niveau, c'est-à-dire que la pression 
est constante d^ns tous leurs points : on a donc pour ces 
surfaces ' • 

dp:=0, ou — gdz-^ -</(a:'H- j') = o; 

d'où Ton tire 

(2) . * ^33=^(x'4-r')-H^, 

• * ■ 

k étant une nouvelle constante. 

Ainsi les surfaces Hbres ab , cd sont des portions d'un 
même paraboloïde de révolution dont Faxe est celui de la 
rotation. * . " 

Les surfaces libres in^rieures ef^ ^A «appartiennent aussi 
à un parabdloïde de révolutioa autour du même axe, dont 
r équation ne différera de laptécédente que par la constante, 
et sera 

(3) . z=^(x»4-y')-f X'5 

mais les constantes & et // ne sont ]^£|s. indépendantes entre 
elles. Si Ton exprime tju'à la première surface, la pression/^ 
est égale à la pression atmosphérique xs , et qu'à la seconde 
surface la pression est nulle, on aura, d'après Téquation (i), 

d'où 

Pour que les deux parabolôïdes qui limitent la colonne 
abef soient complètement déterminés, il ne reste plus qu'à 
calculer la valeur de k, A ceueffet, oa a la condition que In 
volume de cette colonne soit équivalent à la moitié du vo- 
lume total qu^occupait le mercure j à l'origine du mouve- 
ment, avant que la massene fût divisée. Or, le volume air?/ 
s'évalue par Ids règles ordinaires de la çubature des solides 
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terminés par des surfaces de révolution. Comme on doit 
admettre qu'il reste toujours du mercure dans la branche 
horizontale CB , on pourra coricevoir deux sections nor- 
males pq^ rs ^ entre lesquelles sera comprise une partie du 
liquide regardée comme fixe et connue, et il ne restera qu'à 
évaluer les cylindres pqef^ rsab , tronqués par les parabo- 
loïdes définis par les équations (2) et (3) , où A^' sera rem- 



u , , , cr 



placé par h H • 

^ S? 

La somme de ces deux volumes dépendra de la constante ^, 
et en l'égalant à la moitié du volume total du mercure di-^ 
minuée de la partie connue pqrs^ on aura une équation 
propre à déterminer h. 

Cela fait, on calculera sans difiiculté le volume de la par- 
tie vide efgh. 

Enfin, comme on a c zrzw^- gpk^ Téquation (i) devient 

et fait connaître la pression, en un point quelconque de la 
masse liquide. 
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LIVRE DEUXIÈME. 

SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 

CHAPITRE PREMIER. 

DE LA TRACTOIRE ET DE LA LIGNE DE POURSUITE. 



4 . Déterminer le moui^ement d'un point matériel atta- 
ché à un fil inextensible et sans masse , situé dans un plan 
horizontal y dont Vautre extrémité est entraînée le long 
dune courbe donnée ai^ec une "vitesse donnée, constante 
ou variable, — On a égard au frottement sur le plan (*). 

Soient x ejt y {fig* 53) les coordonnées du point m dont 
la masse «era prise pour unité ^ a et j3 celles de Textrémité A 
dû fil qui est assujettie à décrire la ligne donnée CD^ l'angle 
de la direction du fil avec l'axe ox : a et |3 sont des fonctions, 
censées connues, du temps. En représentant par T la tension 
du fil , par / sa longueur m> A , par R. la résistance due au 
frottement, on'aura pour équations du mouvement , 



(0 



— = loosô-R-, 

^ = -Tsin6-R?, 

dt' fis 



avec 



ix — a= — /cosÔ, 
(j— p = /sinÔ. 

Ces quatre équations permettent de déterminer j^,>, et T 
en fonction du temps. 

L'élimination de T entre les deux premières donne d'a- 

( *) Académie de Saint-Félersbourg , 1784 : Mcincire d'Eiiler à consuUor. 
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bord 

« . d^x d^Y I dx dy\ 

(3) sin 0-- hcosô -7^ -+-R sinô-;- -+-cosj9 — l = o> 

^ ' dt^ dt^ \ ^ ds) 

* 

Nous nous bornerons à considérer deux cas limites , pour 
lesquels cette équation se simplifie, savoir : * 

R = o,^ R = X . 

I °. R = o : le frottement est supposé nul. 
L'équation (3) se réduit à 

d^ X d^ Y 

(4) sinS— + cos 6-^ = 0. . 

Si l'on y remplaçait -r-^ et -j^ par leurs valeurs tirées des 

s 

équations ( 2) , on aurait une relation entre 6 et f , qui ferait 
connaître le mouvement de rotation du point m autour du 
point A. Mais, comme on ne peut pas intégrer en général 
icettc équation différentielle, nous ne Técriroifs pas et nous* 
nous bornerons à la former directement dans quelques cas 
particuliers où elle est intégrable. 

En premier lieu, supposons que le point A soit assujetti 
à décrire une ligne droite dun mouvement uniforme^ Pre- 
nons cette droite pour axe des a:, et soit h la vitesse du 
mouvement ; on aura 

^_ ePaj^ lié — 

^■~^' dt" ' dt' ^^' t/r»""^' 

et Téquation précédente se réduit, après la substitution 
indi(^ée ci-dessus , à 

-—- = 0, d Qu — —= const. ;=— c. 
dt^ ' ^ dt 

i 

(Nous représentons la constante par — c, pvcc que 6 di- 
minue qi^nd t augmente.) 

Ainsi , le mouvemeiit relatif du point w j par rapport au 
point A , est uniforme • 
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Ce résultat est une conséqueuce du principe général des 
mouvemeiits relatifs . En effet , la force qui sollicite le point A 
dans son mouvement recti ligne étant nulle, la force égale 
et contraire qu4l faut appliquer en m pour avoir le mouve- 
ment relatif de ce point autour de A est nulle : d'ailleurs , la 
tension du fil dirigée suivant le rayon mA ne donne pas de 
composante tangentielle ; donc le point m tournera unifor- 
mément autour de A. 

On conclut immédiatement de là que la trajectoire du 
point m sera du genre des cycloïdes. En effet, si Ton con- 
sidère un cercle d'un rayon indéterminé AB = r (Jig. 54) , 
qui roule d*un mouvement uniforme sur une droite CD pa- 
rallèle à oo: et distante- de cet axe d'une quantité égale à r^ 
le centre A décrira. lui-même, d'un mouvement uniforme. 
Taxe ox^ et le rayon AB tournera aussi uniformément. 
Prenons sur ce rayon prolongé, s'il est nécessaire, un 
point M distant du centre de la quantité Am=:/. Pour que 
ce point ait exactement le mouvement de la masse m, il 
suffira que le centre A marche sur ox avec la même vitesse b 
que l'extrémité homologue A de la tige mobile , et que le 
rayon r satisfasse k la condition 

--rdB=:bdt, d'où r=-. 

c 

Selon que l'on aura / > -? ou / <^ -? ou / = -9 le point m 

c c c 

décrira une cycloïde allongée; ou une cycloide raccourcie, 
ou une cycloïde ordinaire. 

L'analyse va nous conduine aux mêmes conséquences. 

Les équations (2) donnent : 

dx 

— = ^ — c /sin Q = b — c/, 



d'où Ton conclut l'équation différentielle de la trajectoire 
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du poi tit m en coordonnées rectangulaires 



•^ — ^ *^9 ou dx=: 



(-') 



dy 



— - 7 7 "u t*.* / = 7 

rflr cf — ^ /» j « 

dont Tintégrale est 

^ y I 

jr = -arc cos ^^ — y''' — /'-+- const. 
c l 

On reconnaît ici une courbe du genre des cycloïdes. En 
effet 5 cette courbe serait engendrée par un point du plan 

d'un cercle de rayon -, dont le centre parcourrait l'axe ox , 

tandis que le cercle roulerait sans glisser sur une parallèle 
à cet axe , / représentant la distance du point décrivant au 
centre du cercle. 

La valeur de la constante c dépend des données initiales. 

Supposons qu'à Porigine du mouvement, le fil ait été 
placé dans la position o C [fig- 55), perpendiculaire à la 
directrice ox, et prenons cette ligne pour axe desj^. Le 
point mobile , qui est alors en C , a pour coordonnées a: = o, 
jr = o C = / 5 nous supposons de plus que ce point n'ait pas 
de vitesse initiale. 

On aura pour f = o, 

TT dx h 

0==-9 — - = o, ou b — c/ = o, d'où cm-» 
1 dt ' / 

Par suite , Téquation de la trajectoire sera 

y 



j: = / arc cos - — ^/ * — ^% 

équation d'une cycloïde dont le cercle générateur de rayon / 
roule sur une parallèle CD à ox , et dont l'origine est au 
point C. 

En général , on a pour le carré de la vitesse absolue du 
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point W, 

les maxima et minima de cette vitesse correspondront 
aux minima et maxima de l'ordonnée y. 

Dans le cas que nous venons de discuter, on a plus sim- 
plement 

Aux points de rebroussement C et D, la vitesse est nulle ^ 
et, au sommets, elle atteint son maximum égal à 2 &, 
c'est-à-dire au double de la vitesse de translation du 
point A. 

Si le mobile avait une vitesse initiale Ar, inclinée à l'axe 
des X du même angle a que le fil moteur (angle que nous 
ne supposons plus droit), on aurait, pour f = o, 

dx dy 

-—■=ik ces a. -;- = — X* sin a , 

dt dt 

d'où 

k ces a = A — c/ sin a , ^ sin a == cl cos a ; 

et rélimination de la constante c conduirait à une équation 
de condition entre les données du problème, Â", ft, a, savoir : 

k =. b cos a . 

Ainsi, pour que le problème fût possible, la vitesse ini- 
tiale du point m devrait être la projection , sur la direction 
du lil , de la vitesse constante qui anime le point A. 

En général , puisqu'on a 

dx dy 

—- = b — c/ sin 6 , -4- = — cl cos Ô , 

dt dt ' 

on voit que la vitesse du point m peut toujours être décom- 
posée en deux autres, l'une constante égale à 6 et parallèle 
à Taxe des x , l'autre dont la grandeur cl peut être quel- 
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conque, et dont la direction est perpendiculaire au fil mo- 
teur /n T. 

Nous avons supposé jusqu'ici que le point A se mouvait 
uniformément. Examinons le cas où il décrit une ligne 
droite d'un moui^ement uniformément accéléré. 

En prenant toujours cette droite pour axe des j:, on a 

fi = o , — -— = const. = /-. 
Par suite, l'équation (4) se réduit à 

— + -sme = o. 

Il en résulte que le fil A m oscille de part et d'autre de 
l'axe ox^ comme un pendule simple de longueur /", dans le- 
quel la force de grandeur et de direction constante qui 
remplace la gravité , serait égale à A*. 

Le principe des mouvements relatifs permettait encore de 
prévoir ce résultat , puisqu'ici la force qu'il faut appliquer 
à m, pour avoir son mouvement relatif autour de A , est une 
force k constante en grandeur et en direction :.le point m 
oscillera donc autour de A , comme un pendule simple. 

Le mouvement du point m se ramène encore à celui du 
pendule simple, dans le cas oii le point A est assujetti à 
décrire un cercle d'un moui^ement uniforme. 

Soient R le rayon o A {fig» 56) et fo la vitesse constante 
avec laquelle oe rayon tourne autour^du centre o, pris pour 
origine des coordonnées ^ on a ^ ' 

,a=:Rcosw/, p=:^Rsin&)f. 

' d'^ jr 

Par suite , on tire des équations (2) les valeurs de -yV? 

-7^9 en fonction de et de t. : et en les substituant dans l'é- 

dt* ^ 

quation (4) on a 

/— R.w^sin (Q-hoit) z=zo. 

de' \ ^ 1 
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Si l'on pose 0-+-c«)f= y (tp désigne Tangle du fil w A 
avec le rayon o A ), Féquation précédente devient 

l -7-7 — R b)' sin = o. 

Elle exprime que le fil A m oscille autour du rayon o A , 
comme un pendule simple de longueur /, soumis à une force 
R w', de direction constante. 

2®. R = 00 : le frottement est supposé infini. 

Cela revient à supposer que le mouvement du point m 
ait lieu par une suite de cbocs instantanés imprimés dans la 
direction du fil 777. A , et que la vitesse acquise soit incessam- 
ment détruite par la résistance du plan. 

Le point m décrit alors une courbe dont la tangente coïn^ 
cide, à chaque instant, avec la direction même du fil moteur. 

Cette première conséquence est mise en évidence par l'é- 
quation ( 3 ) , qui se réduit à 

(5 smâ -— -+-cosO-r- = o, 

ds ds ' 

dy 
d'où ^ = — tanc: 0. 

dx 

' La courbe ainsi décrite se nomme tractoire, 
La détermination de la tractoire est un problème de pure 
géométrie. 

Le point A étant assujetti à décrire une courbe donnée 
f{x^y) = o, on aura, entre a et /3, la relation 

(6) /(a,p) = o; 

dv 
puis , si Ton pose -~- = p , on a 

ces == —-===. et sin ô = 



ces valeurs substituées dans les équations (2) donnent 

(7) ^ — «~..^__, j— p = -^,3^. 

VI 4-/?' V'-*-/^' 



V 
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L'élimination de a etj3 entre le» équations (6) et (7) 
fournira, entre x ^ y et p^ l'équation différentielle de la 
courbe cherchée. 

On pourra , dans certains cas , diriger avec avantage le 
calcul de la manière suivante : 

Les équations ( 7 ) donnent 



rfa = 


ilx 


Ipdp 

3' 


d^—pdx 


-t- — 


Idp 

8' 


d'où 


(> 


+pr 




(I 


-^p'Y 


(8) 




dp ^pdoL = 


Idp 






Comme (3 


est une 


fonction connue <p(a), 


on a 








dÇ> = ^' 


(«) fi« ; 







et substituant dans Téquation (8) , on a une équation du 
premier ordre entre pet ce ^ 

\/i 4-/?'[f' (a) — p]doL — ldpz=à, 
dont on peut faire disparaître l'irrationnelle en posant 



/ 1, . dp dz z* — I 

y I -+-;?«= z — y?, dou - — = — y /? = 



23 ' 



r équation diflerentielle devient 

/- o' Iol)zA = 0. 

da. ^ ^ ' 2 2 

CestV équation d'Euler, On sait l'intégrer, généralement, 
toutes les fois qu'on en connaît une intégrale particulière \ 
car alors on la ramène à l'équation linéaire. 

Lorsque z et par suite p sont connus en fonction de a , 
le reste du calcul s'achève sans difficulté. 

Examinons d'abord le cas où le point A décrit une ligue 
droite ox (fig. 5^). 
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On a j3 == o , et la seconde des équations ( 7) fournit im- 
médiatement l 'équation différentielle de la tractoire 



(9) r = 



\/i -h 



p' 



Avant de chercher l'intégrale entre^ et a:, on peut obte- 
nir une relation très-simple entre l'arc 5 et l'ordonnée j^, en 

remplaçant par son égal — -, l'équation devient 

(.0) r = -i%. 

d'où l'on tire 

s 

en prenant pour origine des arcs le point B dont Fordon- 
jiéQy = /. 

Cette équation montre que la tractoire est asymptote à la 
directrice ox\ car 5 = oo donne j)^ = o. Elle touche d'ailleurs 
en B l'axe oy. 

L'analogie de l'équation (10) avec celle qui a lieu entre 
l'ordonnée d'une chaînette de paramètre /, et Tare compté 
à partir du point le plus bas, nous conduit à rechercher 
dans cette courbe une propriété de la tractoire : si l'on con- 
sidère une chaînette LCL' [fig* 58), ayant pour équation 



=^( 



X X' 



on sait qu'on en déduit 



ds dY YdY 



Y = / — , s=zl 



î s= l — — ) et , par suite , .v = 



dX dX ' "^ ' ds ' 

or, si du pied R de l'ordonnée mR , on abaisse une perpen- 
diculaire sur la tangente mT, on a 

J'y 

/«ï = Y-^9 donc mT = s et TR = Jy» — .t^ = /. 

ds 

i5 
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Ainsi la courbe CTV , lieu des points T, est une dévelop- 
pante de la chaînette , et de plus la tangente à cette déve- 
loppante , dont la direction n'est autre que celle de la per- 
pendiculaire TR, est telle, que la portion comprise entre le 
point de contact et l'axe ox est constamment égale à /. Si 
l'on transportait la chaînette sur la figure précédente, de 
manière que sou axe prît la direction oy, et que son som- 
met C coïncidât avec B, les deux courbes CTV, BmU coïn- 
cideraient. 

La tractoire est donc une développante de la c/iatnette, 
dont le paramètre est la longueur constante dujïl moteur. 

On déduit de là une construction fort simple du rayon de 
courbure delà tractoire. En effet, il suffit d'élever au point A 
une perpendiculaire à l'axe oo?, et le point D où cette droite 
rencontre une perpendiculaire élevée eu m sur m A, est le 
centre de courbure correspondant au point m. Les triangles 
semblables Dm S, AmS donnent ensuite 



/wD:/7iA :: wS : AS, d'où //iD=/i/— — i. 

Telle est la longueur du rayon de courbure. 

La longueur de la normale wzN s'en déduit; car le tri- 
angle DNA donne 



wD.wNrr wA' = /', 



On peut remarquer aussi qu'entre les ordonnées corres- 
pondantes TTiP, DA delà tractoire et de la chaînette, on a la 
relation Yj = /'. 

Revenons à l'équation (9) ^ on en tire 

r 
et si l'on pose y/* — y^ =z z ^ on a dx. = — dz -^ — :; : 
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d'où jr = — ^ -f- _ log f -_f \ , ou 

(La caractéristique log désigne ici des logarithmes népé- 
riens.) 

Telle est l'équation de la tractoire Bm\]. 

L'équation différentielle ydx = — sj P — J^^J mani- 
feste une propriété remarquable de l'aire de la tractoire , 
c'est qu elle est réductible à Faire du cercle. En effet , on a 

jrda:=-J^ sjn-f^dyz=J ^l^ — y^dy. 

Donc, si l'on décrit de o comme centre, avec oB ou / pour 
rayon, un quart de cercle BLHE, l'aire BttïPo de la trac- 
toire sera équivalente au segment circulaire BLHI , et l'aire 
asymptotique limxo aura pour mesure le quart de cercle 

ou -y- 
4 

Comparons entre eux les chemins parcourus simultané- 
ment par les points m et A. On a déjà ds^=i — ^ — 5 puis , 



comme 



0Lz±:x -\- sjP — j^* , on en tire 



dcL-zz. dx = • =r — - 

Donc 

ds i/ /2 — r2 

-T- = ; — — = ces ô , OU V =z à CCS B , 

da. l 

b désignantla vitesse constante ou variable du point A , et i^ 
celle du point m : ainsi la vitesse du point m sur la tractoire 
est, àchaque instant, la projection sur sa propre direction 
de la vitesse du point A. 

Dans le cas où le mouvement du point A est uniforme , 
b est constante, et si l'on compte le temps à partir du 
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point B 5 pour lequel a:=o,6=-,ona 

a: = bt—icosQj Y=ismB, 
ou 

— -= ô H-/sin0— -, -f =r /C08Ô-r-« 

dt dt dt dt 

Ces valeurs, substituées dans Téqualion (5) , donnent 

(il) / — -h6sinÔ=:o, 

d'où 

tang - ô = c ' ; 

étant connu en fonction du temps , on connaîtra aussi j^ 
par la formule y = /sin 6 , d'où 

il 

y- "TT Tî' 

et par suite , on pourra assigner à chaque instant la posi- 
tion du mobile sur sa trajectoire. Enfin, si Ton demande 
quelle serait la force accélératrice R capable de faire dé- 
crire la tractoire au point m supposé libre, on tirera des 
équations ci-dessus , 

— r-- = — 7- sm* cos ô , —TT = T sm ô (ces' ô — sin' ô ; ; 
dt^ l ^ dt^ l ^ ^ 

Cette force décroît proportionnellement à la distance du 
point m à la directrice, et sa direction fait avec l'axe des y 
positives un angle égal à 2 d. Comme la tangente à la trac- 

toire fait avec le même axe un angle - -f- 0, on voit que 

ces deux directions ne coïncident qu'au point de départ B 
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pour lequel d = -, et l'angle qu'elles font entre elles est 

ëfi;al.à 0- 

Pour terminer , nous analyserons brièvement le cas traité 
par Euler , oiila courbe décrite par le point A est un cercle: 
alors, dit Euler, singularifortunâ ex^enit ut tractoria defir 
niri possit. 

Nous emploierons les coordonnées polaires om = r, 
mo A = 9 (/îg. Sg). Soient 

/wT = /, oT = fl, T/?io = ç; 

puisque wT est tangente à la tractoire, on a 

tang<p = —\ d'ailleurs, fl'=/»-|-A-* — 2/rcosf. 

En éliminant r entre ces deux équations , on exprimera ai- 
sément en fonction de (p par une quadrature. A cet effet, 
on différentie la seconde équation , ce qui donne 

dr — / sin ep ^ cp 

r r — / ces (p 

donc 

dr — / sin qp c/ ^ 

'' ^ a^ — /' sin'^ 
et, par suite, 

^Q_, ^sin<ptaDg(p^y 

yj à^ — P sin' (p 



, or r — /cos<p = \/«^ — /^sin^ç? 



Si l'on pose sj a^ — /* sin*q> = z siny , il vient 

/ sinep^/«p Idz Idz 

z cos<j) P -h z^ n^a^^z^^ 

d'où 

= aie tang 7 — Il ■-■ : 4- const . 

^l J n^a^-^z' 

La dernière intégrale offre trois cas à distinguer : 
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i". Si l^a , on a 

dz 1 



/ 



arctaog 



et par conséquent, si Ion rétablit la Tariable O) , on a 

/ sin 9 V /^ — €1* /sin o 

9 = - arc tang * — arc tang - 



La constante arbitraire a été déterminée par la condition 
que pour = o,onaity = o, c'est-à-dire qu'à l'origine le 
fil AB soit dans la direction prolongée du rayon oA. 

Langle o ne saurait dépasser la valeur pour laquelle 

sin Q> = - ; alors r = V /* — a* , et Tangle au centre inoT 

est droit. 

B et r étant exprimés en fonction de (p, on peut regarder 
le problème comme résolu . 

2®. Si / <^ a , on a 



/ 



'2 



dz l tog "-vgZI ,etc. 



3^. Si / ^ « , on a directement 

dO = tang- «p ^ f , 
d'où d = UDg(p — ®, et r=!i/cosç. 

Alorigine, = o, ç = o, et rasa plus grande valeur a/j 
dallant en croissant, <p augmente continuellement puisque 

-t| est positif 5 mais ç ne peut dépasser ni même atteindre 

- î auquel cas r = o , et 5 = oo . Ainsi , tandis que le fil fait une 

infinité de circonvolutions autour du cercle , le point mo- 
bile m s'approcbe indéfiniment du centre , qui est un point 
asymptote de la Iractoire. 

2. Nous rapprocherons de Tétude de la iractoire , celle 
d'une courbe analogue qui a été l'objet des recherches de 
plusieurs géomètres. (Consulter les annales de Gergonne, 
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tome XIII, solutions de MiVI. Sturm, Querret et Thomas de 
Saint-Laurent.) 

La ligne de poursuite est décrite dans les circonstances 
suivantes ; 

On suppose quun chien se dirige a\^ec un effort constant 
vers V endroit oà est son maître , gui, de son côte, parcourt 
uni/ orme m en tune ligne droite ,• mais une résistance d'inten* 
site constante et parallèle à la route que suit le maître dé- 
tourne sans cesse le chien de la direction qu'il tend à pren- 
dre, (C^est ce qui a lieu , par exemple, si le chien nage dans 
un canal dont le bord rectiligne est parcouru par le maître ; le 
courant fait dévier le chien de la direction qu'il veut prendre, 
en l'entraînant parallèlement au bord du canal , soit dans le 
sens de la marche du maître, soit en sens contraire.) On 
demande la courbe que décrit le chien ^ la distance qui le 
sépare à chaque instant de son maître , sa vitesse , etc. 

Soient oB [^fig* 60) la droite que parcourt le maître*, B sa 
position au bout du temps t\ m celle du chien; g la vitesse 
du maître 5 h la vitesse également constante avec laquelle 
le courant entraînerait le chien s'il s'y abandonnait : h sera 
positive dans le sens wR, et négative dans le ^ens opposé; 
h la vitesse constante qui résulterait de l'effort fait par le 
chien dans le sens m B , et avec laquelle il marcherait de m 
vers B , si le courant n'existait pas. 

D'après le principe de l'indépendance des mouvements 
simultanés , il est facile de ramener la question au cas où 
le mouvement du chien aurait lieu dans un fluide stagnant 
qui ne lui opposerait aucune déviation. A cet effet, il suffit 
de concevoir que le canal et le terrain sur lequel il est situé 
soient entraînés d'un mouvement commun , dans le sens du 
courant et avec la vitesse h , sur un plan fixe , et que le 
maître marche sur ce terrain mobile avec une vitesse égale 
}i g — A, tandis que le chien se dirigera vers lui avec la 
vitesse fc. On déterminera la trajectoire ainsi décrite en 
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la rapportant à deux axes rectangulaires tracés dans le plan 
mobile^ ensuite on passera aisément des coordonnées rela- 
tives à ces axes , aux coordonnées relatives à deux axes tracés 
dans le plan fixe sur lequel tout le système est censé glisser. 
Eclaircissons ce dernier point. 

Prenons pour axe des y la droite parcourue par le maître, 
et pour axe des x la perpendiculaire abaissée sur cette droite 
du point de départ A du chien. Soit oA = a; comptons 
le temps t et l'arc s décrit par le chien , à partir de l'in- 
stant où il était en A , en sorte que Ton ait à la fois 

t = o^ x=;a, y=o, 5=0. 

Au bout du temps f , soient X, Y les coordonnées du 
point m où se trouve le chien, relatives à deux axes fixes j 
x, y ses coordonnées relatives aux deux axes mobiles avec 
le plan de la trajectoire, et qui , à l'origine du temps , coïn- 
cidaient avec les axes fixes. L'axe des y ne cesse pas de 
coïncider avec celui des Y^ mais Taxe des x s'est transporté 
parallèlement à lui-même de la quantité (Y — y) avec la 
vitesse A, tandis que le point m décrit sur le plan mobile 
l'arc s avec la vitesse A; on aura donc 

(•) X=x, -j~ = ;^- 

La question est ramenée à déterminer, s'il est possible, j^ 
et s en fonction de x ^ et l'on s'est aiTranchi de la déviation 
causée par le courant. 

Actuellement, la droite mobile mB doit être, comme 
dans le problème de la tractoire , considérée comme tangente 
à la courbe A m -, seulement, la longueur mB n'est pas con- 
stante. 

En désignant oB par j^,, on a 

-p z=z • rL ; soit ^^--— = n ; 

n srra 1(^ rapport do la vilosse du maître à celle du chien, 
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sur le plan mobile, et comme ce rapport est celui des élé- 
ments dyx et ds^ on aura 

/ ^■ 
(ift = nds = — ndx i / i ■+- 



dx'' 



L'élimination de y^ entre les deux équations ci-dessus 
fournira l'équation diflerentielle de la courbe décrite sur le 

dy 
plan mobile 5 en posant— = p^ on trouve 

; ^ «ÎP dx 



sJi-\- p' X ' 

et intégrant, on a 

P+ s/i -4-/?'= [cxy. 

Déterminons la constante arbitraire c. Comme la largeur 
du canal n'entre pour rien dans les calculs précédents, on 
peut la supposer indéfinie du côté où se meut le chien, et 
regarder celui-ci comme nageant depuis un temps illimité. 
D'après cela, le point A, pris arbitrairement comme point 
de départ, peut être supposé tel, que la droite qui joint le 
chien à son maître soit alors perpendiculaire à ay : ainsi , 
quand le chien est en A , lo maître sera o, et Ton aura en 
même temps 

X :=: o, p =z Oy <i OU r = - ; 

Û ' 

par suite . ,.== 1 [^f J*- (^yj. 

Une deuxième intégration donne 

w-?i~[(r-]--n^[(r-]^ 

puis , comme 
il vient 

'-•=-=i,T^[(r'-']-^[(r'-]!- 
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Ces formules sont en défaut pour n= i. Dans ce cas, 
on a 

d'où 

(4) 

(5) 



i /x a\ 

x'^ a a ( ^\ 

x^ a a y /.r\ 

4^ 4 ^ \^/ 



Connaissant j" et s en fonction de x, on aura, par les foi- 
mules (i) 5 



et SI n 



il) 



2XY ^—h 



a 



[fâ'-]-(-'...(^),. 



Discutons d'abord le cas ou /i = o, c'est-à-dire où le 
chien se dirige sans déviation, comme il le ferait sur un 
terrain solide , vers le lieu où il voit son maître \ alors Y se 
confond avec j", et la trajectoire est définie par les for- 
mules (2) ou (4)5 se\onque n est différent de i , ou égal à i . 

Si n diiière de i, la trajectoire sera toujours une courbe 
algébrique î on la construira au moyen de deux courbes 
auxiliaires, en posant 

2(/i+i)IA«/ J 2(/i-i)LVx; j 

car r = a -t- p. 

On 'pourra même faire disparaître les termes constants 
que u et v^ renferment, en transportant l'origine au point de 

l'axe des y^ pour lequely = — — *, car alors l'expression 

générale de y se réduit à 



«'— I 



1 \ n -^ \\a j n — « \*/ J 
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Soit r la distance mB du chien à son maître -, on aura, par le 
triangle mBQ, r =: x \l i -\- p'^ ^ ou 

Cette distance ne pourra devenir nulle avec x, qu'autant 
que n sera plus petit que i . 

II existe une relation remarquable entre r, x et le rayon 
de courbure jo ^ on a 

^ 

(H-/?^f dp ns/i-^p' , {i-^p')x 

pzn^ — -^ — ; or -j- = -^ —: donc 0=- ^— ^, 

* dp dx X ' ^ n 

dx 



r^ 



ou bien p = 

' nx 

Ainsi le rayon de courbure de la trajectoire est une troi- 
sième proportionnelle à la distance du chien à son maître , 
et au produit de la distance du chien à la droite que parcourt 
le maître multipliée par le rapport des vitesses. Ce théo- 
rème fournit une construction simple du rayon de courbure 
en un point donné de la courbe. 

On doit remarquer que ces résultats n'exigent pas que 
les vitesses du maître et du chien soient constantes, mais 
seulement qu'il existe entre elles un rapport constant. 

Quand la vitesse du chien est une constante donnée A', on a 

s riz kt y 

et comme s est connu en fonction de a: , on en conclut l'ex- 
pression du temps en fonction de la même variable, 

Soit, comme cas particulier, /i = ^, ou fa vitesse du 
maître moitié de celle du chien ( lîg. 6i). 



Sf FoM U-*mff>t%t r«tidMe as p:<at ii At Fass «n . pour 
Iwjoel r = 7<t. il •ieat 

Ces é>jiuti->a» v>ai (ïcilr-s a dÏMa'.er sait^ m»arîr ms 
foatAiotii il et f. 

La iraji^loirc e»l svmêiriqDc par ri:>porl ^a DOOTel 
a\e <r jc'. el Mtoêe loui entière a droile 'i-; •>i : lori^De o 
eu hd Moainet. Poor x^a. on a i =^ ^o. ce qui donne 
denx poÎDU A. A', pour lesquels lorjoooee est maximum. 

Pour x=îii.oiia»:=o.o= ^iles dens brandies qui 
parlent dn sommet o' se croisent sar cet ase à une dis- 
lance 3a. en faisant arec lui des angles de 3o degrés : aaddà 
de ce point, elles s'étCTideni à l'inlinî au -dessus et an-des- 
souB de l'axe. Pour x^ v , les forraule^ ■ S < et 1 3 1 dtmnent 

L are A o , parcoom par le chien josqu à la reiMXMitrede 
non maître, est la senle partie de cette eonrlie qui cnnTÏcvne 
an problème de dynamique. Cet arc est è^l à la distance 
initiale o A at^menlée d'un tiers, et pendant le tempe em- 
ploré par le chien â décrire cet arc. le maître a parcouru 
les deux tiers de cette même dislance. 

Soit, en second lien, n :^ i, c'est-à-dire, la x<ilesse <iu 
nuiUi-e égaJ^ h celle du chien ( 6g. 6a). 

Si l'un transporte l'origine dans lo sens des j* négatives. 



2 \„l 4« I. \il 
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Ce cas est le seul où la trajectoire soit une courbe trans- 
cendante. 

On la construira à Faide d'une parabole ( m = y— j et 

d'une logarithmique p= -1 ( - | \\ elle est entièrement 

située dans l'angle des coordonnées positives j^o'j:', attendu 
que Ton a toujours 



7— >-!-? ou e 
^a 1 a 



et elle se compose de deux branches infinies , convexes vers 
Taxe desx, dont l'une AD a pour asymptote l'axe desj^; 

l'autre AD' n'a pas d'asymptote rectiligne , puisque -j- croît 
indéfiniment avec x\ l'ordonnée AP est minimum^ la dis- 
tance mBour=:-i-f-f-j ;r décroit avec x , et 

tend vers la limite — Ainsi le chien se rapprochera de plus 

en plus de son maître, sans que la distance qui les sépare 
soit jamais nulle , ni même égale à la moitié de sa valeur 
primitive. 

Le rayon de courbure p = — Pour le construire , on 

prendra sur la normale une longueur i7/S = mQ = x, on 
joindra SB, et la perpendiculaire BC à cette dernière droite 
ira couper la normale au centre de courbure. 

Revenons au cas général où le chien est dévié par un 
courant. La trajectoire est définie, comme on l'a vu, par 
Féquatioii 

<«' ^^=^[(r-]-»^[(r'-]' 

et le temps s'exprime en fonction de l'abscisse X = x par 
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Féquation 

<9)^'=„;^[(r-]-;^[(r-]- 

Il n'y a rien à changer non plus à l'expression de la dis- 



tance 7*y 



Enfin , pour avoir la^ vitesse u du chien , qui répond à une 
valeur quelconque de j: , on remarquera que cette vitesse 
est la résultante des deux vitesses h et k^ dont la première 
est dirigée suivant une parallèle à Taxe desj^, et dont la 
seconde fait avec Taxe des x un angle dont la tangente tri- 
gonométrique est la valeur de p déjà connue, 

mr-m- 

Soit (f l'angle de ces deux composantes 5 on aura 



or, 



— P 
ces 9 = 



ou 



donc 



(.0) 



v/n-/>'' 

JHIT 

CCS cp = -^^ — ^ ^i — ^ ; 






Lorsque w = i , ces formules doivent être modifiées 
comme on Fa déjà dit. La trajectoire est alors une courbe 
transcendante définie par l'équation (7). 

JVota. On aurait pu établir toutes les formules ci-dessus 
sans ramener le problème au cas où la déviation est nulle , 
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en décomposant , selon les règles ordinaires , les vitesses k 
et h parallèlement aux axes coordonnés -, on aurait eu ainsi 
pour équations différentielles du mouvement du chien, 



dt ^a:^ -^{X — gty ^^ ■ \/i' -+- (r — §^Y 

Elles s'intègrent commodément, en introduisant une va- 
riable auxiliaire Q telle que 

et Ton est ramené à un système d'équations simultanées tout 
semblable à celui que nousavons traité dans la seconde partie. 
Une des applications les plus intéressantes des formules 
ci-dessus a trait au sillage d'une barque qui, partant de 
l'un des bords A d*une iwière dont la largeur est a , tend 
sans cesse vers le point directement opposé o de Vautre 
bord (fig. 63). 

Alors g^ = o, et 71 = — t? les équations (6) et (9) de- 

A" 

viennent 



<•■> ■?=©'"-© 



h 



h h 

l-h-. . . I — T 



. . 7. t 7.k I lx\ ^ I '':c\ ^ 

Pour que le point fixe vers lequel tend la barque , et qui 
n'est autre que l'origine o des coordonnées, puisse être at- 
teint, il faut et il suffit que l'équation précédente soit véri- 
fiée par x = o , y = o ; et pour cela on doit avoir ft ]> A , 
c'est-à-dire queTimpulsion imprimée par les rames doit être 
supérieure à celle du courant. 

En supposant celte condition remplie , la valeur de -~y 

k 

ti rée de l'équation ( 1 1 ) , s'annule pour .r = a ( \ 
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Au point C, délerminé par cette abscisse, la barque est 
dirigée perpendiculairement au courant , et sa distance à la 
droite qui joint le point de départ A au point d'arrivée , 
est maximum. 

Soit par exemple k = 2 A ^ on aura au point C, a: = ^, 



d'où r = 



as/3 



Au point d'arrivée, x = o, — = te -au point de départ , 

dy h 

dx k 

Le temps T, nécessaire pour traverser la rivière, est, 

d'après la formule (12 ), T = - — -— . 

Si l'eau était stagnante (/i = o), l'équation (i i) se rédui- 
rait à Y = o; la barque suivrait en elï'et la droite o A. Le 

temps nécessaire à la traversée serait - <^ T5 ainsi que 

cela devait être, le relard croît avec la vitesse du courant. 
Lorsque k = h^ l'équation (11) se réduit à 

(a 
.r' = 2 « I y 

Elle représente une parabole dont le foyer esta l'origine^ 
et le sommet au point où elle coupe le bord oy^ l'ordonnée 

de ce point est-' Ainsi,quand la force d'impulsion des rames 

est égale à celle du courant, la barque n'atteint pas le bord 
au point désigné \ mais elle aborde à un point en aval , dis- 
tant du premier de la moitié de la largeur de la rivière. 
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CHAPITRE II. 

SUK LE MOUVEMEMl? d'iTN POINT ASSUJETTI A DÉCRIRE UNE 
COURBE FIXE l VARIÉTÉS DU PENDULE SIMPLE. 



1 . Un point matériel pesant est suspendu à un point fixe 
par un fil Jlexihle ^ inextensible et. sans niasse , qui se meut 
dans un plan vertical en s'enroulant sur une courbe fixe 
telle, que la tension du fil soit constante : cette courbe 
passe par le point de tension où elle a pour tangente la 
verticale. On donne la longueur du fil et la vitesse du 
pendule au point le plus bas : il s'agît de déterminer la loi 
du moux^ement et la forme de la couf'be fixe. (Concours 
d'agrégation de i845.) 

Soient / la longueur o A du fil (fig .64)? ^ la tension con- 
stante. Quand le pendule a la position quelconque omm\ 

la tension est égale à la somme de la force centrifuge / — j 

et de la composante normale de la pesanteur ( g' — | ; on 
a donc 

P 

s désigne Tare om de la courbe fixe -^ x et j sont les coor- 
données du point m. 

Le rayon de courbure p est égal à la partie rectî ligne 
mm! du fil, attendu que la trajectoire A m' e&t une déve- 
loppante de la courbe fixe ^ donc 

p = / — s. 

Soit k la vitesse donnée du pendule au point le plus bas A, 

i6 



(0 ^=T+^f^ 
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le principe des forces vives donne pour l'expression du 
carré de la vitesse u au point m' ( j:/, j^) , 

Or 






donc 



t'^ = X-^ -h 2 ^ 



Substituant ces valeurs dans l'équation (i), il vient 

i=g^+ Hrn -■ 

L'intégrale de cette équation , linéaire du premier ordre , 
est 

Telle est la relation générale qui existe entre Foi^onnée 
verticale y et Parc s de la courbe fixe compté à partir du 
point de suspension. 

La constante X est connue d'après Fétat du pendule au 
point le plus bas; car Féquation (i) donne pour ce point 

si dans l'équation (2) on fait^ = o , ^ = o, et qu'on rem- 
place X par la valeur ci -dessus , on en tirera la valeur de la 
constante arbitraire c , 



_3JU_ 



2_ 
3 



Actuellement , on aura aisément u^ en fonction de s par 
la formule 
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on voit que la vitesse va continuellement en décroissant 
à mesure que Tare augmente. 

Le mouvement peut-il être oscillatoire? Il faudrait pour 
cela que v^ pût devenir nulle , ce qui ne saurait avoir lieu 
que pour une valeur de s égale à / : mais cela est inadmis- 
sible , puisqu'on a 

rhypothèse s = l donnerait -^ = — oo . 

#Ainsi le mouvement du pendule ne sera pas oscillatoire. 
On reconnaît encore d'une autre manière que la vitesse ne 
saurait devenir nulle à aucune époque du mouvement : en 
effet , la vitesse devenant nulle , la tension du fil se rédui- 
rait à la composante normale de la pesanteur g cos 6 , B dé- 
signant l'angle de la partie rectilîgne du fil avec la verticale; 
mais cette tension serait visiblement moindre que celle qui 

a lieu au point le plus bas et qui est égale à (g+'j ) > ^t , 

par suite , la condition du problème qui exige Tinvariabi- 
lité de la tension ne serait plus remplie, 

La valeur précédente de — peut s'écrire 



S^ = '-F/[('^T-'] 



dy 

Au point o, s = o, et l'on trouve — = i-, effectivement, en 

ce point la tangente est verticale, a* augmentant, -j- diminue 
et devient nul quand on a 



'^={ 



*' -H gl, 

d'où l'on tire une valeur de s plus petite que /, et , par con- 

i6. 
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sequcut, admissible. Au point correspondant , la partie 

libre du fil est horizontale, et la vitesse du mobile est 
égale à 



( 



/. 



k'+sl 



:.2 \ I 



S continuant à croître , -f- devient négatif et atteint son mi- 

«.V *^ 

nimum ( — i ) pour 

/ — j _ ( _J1_ 

la vitesse correspondante est 

' /•' -h 2 gl 

c'est la plus petite valeur qu'elle puisse recevoir. Le pendule 
est alors vertical , le point matériel en haut. Au delà de 
celte position , il n'est plus possible de déterminer la courbe 

d'y 
propre à remplir les conditions de l'énoncé , puisque -j- 

prendrait des valeurs absolues plus grandes que i . 

Pour achever de déterminer la courbe fixe , il resterait à 
déduire de l'équation (2) l'équation finie de cette courbe 
en X et y. Mais il est préférable de chercher la trajectoire 
A m', qui est une développante de la courbe fixe. On passe 
ensuite aisément , par voie de diflérentiation et d'élimina- 
tion , de la développante à la développée. Suivons cette nou- 
velle marche. 

La tangente au point m! étant perpendiculaire à la tan- 
gente en m , on a 

(fy dx' 

ds ds ' 
et l'équation (i) prend la forme 



'• = ^ rfT^- 



dx' . /■>-(-2g'(^'— /) 
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t^. . dju' — (i -H/?M 

^^^â^ = P\ onap= -^ 

(Nous prenons le signe — au numérateur, parce que la 
irajecloire est concave vers l'axe des y^ et qu* ainsi 



dy' 

est négatif,) L'équation précédente devient, en y substi- 
tuant ces valeurs , 

y/i-^P' [\'\'p-')sli + p' ^y 
l€s variables se séparent : 

df' dp 



/ î 



On vérifie que la valeur de —7 qui satisfait à celte équation 

est négative^ en effet, A' -f- ^g(j' — l) est une quantité 
essentiellement positive, égale au carré de la vitesse ^', et le 

facteur gp — X \/i -+-/?* est au contraire négatif, puisque X, 
dont la valeur est g^ H- y > surpasse g. 
Pour intégrer, il convient de poser 

p z=. tane w, d'oii — - — • = rfw et \ i -\- />' = ; 

'^ ° I -f- /?' cos w ' 

il vient 

dy ' ces to (t/ w 

l'intégration donne 

[^ sin « ■+- \Y = c^ [/-^ 4- 2^ ( j' ~ /)], 
<; étant une <:onstante arbitraire. 
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On tire de cette équation la valeur de g sin o) , et , par 
suite, celle de p ■ 



g sm &> 



^g^ — g^ sin' w 



Or p == --; ; donc 



rfj7'=-| 



[cv/^'-4-2g(r^=T)~-x]^j- 



VV» - [c v/X' 4- ag' (/'-/)-).] 



ou , en posant y/ft' 4- 2g'(j' — /) = -2 , 

[cz — \)zdz 



gdx'=Z 



\lg'—{cz — '^? 



Ainsi la détermination de la trajectoire est ramenée à une 
quadrature qu'on achèvera par la méthode des fractions ra- 
tionnelles. 

2. Déterminer le mouv^ement d'un point matériel pe- 
sant y suspendu à un fil flexible ^ inextensible et sans 
masse y dont Vautre extrémité est attachée à la gorge d^une 
poulie fixe : ce pendule est mis en moui^ement dans le 
plan du cercle de gorge qu'on appose vertical, et dont la 
circonférence est en partie embrassée par le fil, 

Lependule étant en équilibre dans la position verticale DH 
(fig' 65), supposons qu'on l'en ait écarté en l'amenant dans 
la direction AB, et qu'on ait en même temps imprimé une 
vitesse k au point matériel ^ soit C m la position du pendule 
au bout du temps t, La trajectoire décrite par le point m 
est connue , car c'est une développante du cercle o A ; et 
l'arc H m , compté à partir du point le plus bas H , s'exprime 
aisément en fonction de l'angle CoD que fait avec 1 hori- 
zon le rayon mobile aboutissant au point où le fil se sépare 
tangentiellement du cercle; 

lorsque Tare .v prend un accroissement infiniment petit fis , 
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raccroissemem correspondant dO est égal à Tangle de con- 
tingence de la trajectoire, relatif au point m, puisque le 
rayon oC est constamment perpendiculaire au rayon de 
courbure Cm ^ on a donc 

ds = pdQ. 
Mais p = Dm- arc DC = 6 4- «ô , 



donc 
et 



s = h bB. 

2 



Si Ton prend pour axe des x rhorizonlale.oDx, et pour 
axe des y la verticale oP dirigée dans le sens de la pesan- 
teur, on tirera de l'équation précédente celle de la trajec- 
toire rapportée à ces axes. Ce calcul a été fait (page 77)^ 
nous ne le rapporterons pas. 

Cherchons à déterminer le lieu du point m sur sa trajec- 
toire, au bout du temps t. Le principe des forces vives- 
donne l'équation 



ds 



j et h désignant les ordonnées des points m et B. 

Pour en déduire en fonction de t^ il faut y remplacer s 
et y en fonction de 9 ^ nous avons déjà 

ds= («G-H b)dB. 

En projetant les points C et A sur la verticale oy^ et dési- 
gnant par a Tangle d'écart initial AoD, on trouve 

/== (^aù -h b) ces ô — a sïn B , 

h ==. [a y. 4- b) cosa — a sin a; 



(a) A= 
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et substituant ces valeurs dans Tëquation (i), il vient 



V^/*4-2gr[a (Ôcosô — a cosa 4-sina — sinô) + 6 (cosd — cosa)] 

Cette expression n'est pas intégrable en général. 

Considérons le cas où le pendule ne fait que de petites 
oscillations de part et d*autre de la verticale DH; l'angle a. 
et la vitesse A doivent être peu considérables -, on peut même, 
sans diminuer la généralité des résultats , supposer A = o , 
en augmentant convenablement Tangle a. 

Si Ton néglige les puissances de et a supérieures à la 
seconde, Téquation (2) se réduit à 

_ fb dQ a BdO 

En intégrant et 'observant que = a quand i = o, il 
vient 

(3) .= ^^arccos(^)4-^v/^^^. 

L'équation (i) donne d'ailleurs pour le carré de la vitesse v' 

(4) u- = gb{c,^-^^^). 

On tirera de ces formules les mêmes conséquences que 
pour le pendule simple ordinaire. Le pendule atteindra la 

verticale avec une vitesse maximum a sfgb^ au bout du temps 

jTT 1/-; puis il passera de l'autre côté, et sa vitesse ira en 
décroissant jusqu'à zéro pour = — a 5 la valeur corres- 
pondante de t est 71 i /-9 c'est-à-dire double de la durée de 

la demi-oscillation descendante : alors le pendule redescen- 
dra , et il fera ainsi une série d'oscillations isochrones et 
d'égale amplitude. Le temps d'une oscillation entière est 

ff 1/ ' Gt son ampliuidc est 2a, 



> EXERCICES DE MÉCANIQUE. ^49 

On doit remarquer que si* le rayon a de la poulie n'a 
pas une valeur irès-grande, le terme -p=. \/ a* — 0* n*aura 

qu'une influence très-faible et comme négligeable vis-à-vis 
du premier terme du second membre de Téquation (3). En 
le négligeant, on aurait la formule ordinaire des petites 
oscillations d'un pendule simple de longueur h. 

Nous rapprocherons des questions qui viennent d'être ré- 
solues sur le pendule, un exercice bien simple, et dont 
l'application est fréquente dans celte théorie ; il s'agit de 
délermir^er la longueur du pendule simple correspondant à 
un pendule composé donné. 

3. Un pendule se compose d'une tige pesante AB 
(fig. 66) , d'une épaisse uj^ constante et très-petite, à l'ex- 
trémité de laquelle est suspendue une sphère homogène 
dont le point O est le centre. On propose de calculer la 
longueur l du pendule simple correspondant. 

Soient M la masse totale du système , MK* son moment 
d'inertie par rapport à un axe parallèle à l'axe de suspen- 
sion XY et passant par le centre de gravité G du système, 
a la distance AG, r la distance d'un point quelconque de 
masse m à l'axe \ on a 

l=a-+-— = — 1-- '- = — — ; 

a Ma Ma 

or, 2m/-^ peut se décomposer en deux parties : le moment 
d'inertie de la tige AB par rapport à l'axe de suspension, 
plusj le moment d'inertie de la sphère par rapport au même 
axe. Soient// lalongueur de la tige, Pson poids, p sa densité, 
6 l'aire de la section droite^ on aura pour le moment d'i- 
nertie dv la tige , 

: ns I r' (Ir — '—^ =. 



mr- 



3 A' 
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Le moment de la sphère se calcule d'abord pour un axe 
parallèle à XY, passaht par le centre o ^ on trouve ainsi 

p 9 P' désignant le poids de la sphère et R son rayon; 

et si l'on y ajoute, conformément à la règle, M (A-f-R)*, 
on aura , pour valeur complète du moment d'inertie de la 

P' fa 1 

sphère par rapport à l'axe XY, — ^ R*-H (A 4- R)* • 

Il reste à diviser la somme des moments calculés ci-dessus 

.- (P-f-P')fl . . , j, . , 

par Ma ou ~9 ce qui exige qu on détermine Ja 

distance a : soit I le milieu de AB ou le centre de gravité de 
la tige ; le centre G est tel , qu'on a la proportion 



4-R P' 

iG:IO::P':p-hP',. (l'où iG = Ar^ — ^, 



_a 



et, par suite , 



.1 . m ^' A + 2R P' P4-2P'A + 2P'R 
fl = Al -h IG = - -h -rr ^5 M^ = ^ ■ i ; 

2 2(P4-P') 2g ' 

donc enfin 

2 5P//-^ + 3F[2R='.+-5(/t + R)^] 

"^ l5 (P-f-2P')A4-2P'R 

Si Ton désigne par L la longueur AO ou A -f- R , et qu'on 
suppose le poids de la sphère très-grand par rapport à ce- 

P 

lui de la tige , on pourra négliger le rapport —, j et Ton aura 

sensiblement pour longueur du pendule simple 

2R^ 



/ = L-h 



5L 



A. Déterminer la courbe qu'un point matériel pesant y 
animé d'une vitesse initiale donnée, doit suivre pour que 
sa distance au point de dépatt croisse proportionnelle-' 
met ht au temps. 
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Soit A lé point de départ ( fig. 67) , Am =z r. 
On doit avoir 

dr =: cdt. 

La constante c n'est autre que la vitesse initiale du mo- 
bile 5 car on a 

au point A, ar-=i.as. d ou -—;=—- = c. 

* dt dt 



Nous désignerons cette vitesse initiale par \ligh^ en sorte 
que la condition de l'énoncé s'exprimera ainsi : 



(i ) dr •= ^ig/i . dt. 

Soit l'angle du rayon Km avec la verticale hy^ le prin- 
cipe des forcç;3 vives donne l'équation 

dr^-^r'd^^ 

(2) -^^ =:2^(/i-f.rcosO); 

éliminant dt entre les équations (i) et (2), il vient 

nr —— z= cos Ô, 
dr' ' 

d'où l'on tire, en remarquant que 6 décroit quand i ou r 
augmentent , 

dr — dB 

(3) 77= = -^/' 



\r y^cos 9 

telle est l'équation différentielle de la trajectoire. Les va- 
riables y sont séparées; mais le second membre n'est pas 
intégrable sous forme finie, et son intégrale dépendra des 
fonctions elliptiques. 

A défaut d'une relation entre r et 0, on peut en obtenir 
une entre /• et l'arc d'une courbe auxiliaire. Supposons 
construite la courbe représentée par l'équation 



(4) p =: h ^2 COS 2 &), 
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dans laquelle (ù désigne l'angle que le rayon vecteur p fait 
avec une droite fixe-, et soit a l'arc de cette courbe compté 
à partir d*un point tel qu'il décroisse quand co augmente ; 
nous aurons 

ycos 2 6» 
par conséquent, si l'on pose = 201), il vient 



d'où , en intégrant , 



dr 11 , 



Th 



Nous ne mettons pas de constante arbitraire dans cette 
intégrale, parce que nous plaçons l'origine de l'arc a au 
point qui correspond à /* = o, c'est-à-dire au point dont les 

coordonnées sont co = -, p = A sJt. cos a h a désignant la 

valeur initiale de l'angle Q. 

Ainsi le rayon vecteur de la trajectoire se construira par 
une troisième proportionnelle à la longueur constante 2 h 
et à l'arc o de la courbe auxiliaire définie par l'équation (4). 
Cette courbe n'est autre que la lemniscale correspondante à 
une hyperbole équilatère dont le demi-axe transverse est 

égal hli sji, 

0. Un problème analogue à celui que nous venons de 
résoudre a été traité par Fuss [Mémoires de Saint-PéterS" 
bourg, 1824), et par M. Serret [Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, tome IX ) : 

Déterminer la courbe quun point matériel pesant, par- 
tant du repos, doit suii^re pour que ses arcs, comptés à 
partir de fon'gincj soient décrits dans le temps quun 
même mobile emploierait à décrire les cordes de ces 



arcs. 
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Eli conservant les mêmes notations que dans le problème 
précédent , l'équatîon ( 2 ) , où l'on fera A = o, fournira l'ex- 
pression du temps employé à décrire l'arc A ni , 

d'ailleurs , le temps nécessaire au même mobile assujetti à 
parcourir la corde A m est évidemment 



= V/: 



ir 



g- ces 9 



L'équation du problème est donc 

et, si l'on diflerentie, il vient simplement 

dr cosnQ.dB 
r sin 2 ** 

l'intégrale est 

rz=z a y^sin 2 0, 

a désignant une constante arbitraire. Celte équation repré- 
sente une lemniscate dont le centre est au point de départ 
du mobile, et dont l'axe est incliné de 45 degrés sur la ver- 
ticale. 

Si les deux temps, au lieu d'être égaux, devaient être dans 
un rapport constant, on parviendrait de même à une équa- 
tion intégrable. 



a54 
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CHAPITRE III. 

SUR LE MOUVEMENT d'uN ?0I»T MATÉRIEL SOUMIS A l'acTION 

d'une ou plusieurs forces centrales. 



1 . Déterminer le mouy>ement d'un point matériel m , 
attiré ou repoussé par deux centres fixes F, F' suivant la 
loi de l inverse du carré des distances. On suppose que le ^, 
mobile a reçu une vitesse initiale dirigée dans un plan 
passant par les deux centres d* attraction (*). 




Prenons pour axe des x la droite FF', et pour axe des 
r une perpendiculaire à cette droite menée par le centre F 
dans le plan où s'accomplit le mouvement. Soient FF'=: a, 
FV=x, mV=y^ ¥m=r, F'm=/, m¥x=Q, mV'x=:Q''^ 
g, g' les actions exercées par les points F, F' à l'unité de 
distance , et qui seront considérées comme positives ou né- 
gatives, selon qu'il y aura attraction ou répulsion. 



(*) Mémoires à consulter: Mémoires de V Académie de Berlin, année 
1760, Euler. — Traité des fonctions elliptiques , tome I , page 411 , Legendre. 
— Mécanique analytique, tome II, page 108, Lagrangc. — Journal de Ma- 
thématiques pures^ et appliquées, 1846, page 345, M. Liouvillc. 
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Les équations du mouvement sont 

id^x gx g' {-^ — ^) 

(0 { 

^'J ^ SJr s'y 

df r^ r'^' 

En les multipliant respectivement par 2 rfx et 2 dy^ on en 
déduit d'abord Yéguation desjorces viues^ 

V étant une constante arbitraire , ou bien 

Pour obtenir une autre intégrale première, on élimine 
tour à tour des équations (i) les termes en r' et les termes 
en r'*, ce qui donne , eu égard aux formules 

d^r d'x ' dt . .d'^Y d^x dt 

les deux équations 



d. 



dt g' ay 



d. 



dt r'^ 

r'^dB' 



dt gay 



dt ~" r' ' 

puis, multipliant la première par —^ — 7 et la seconde par 

— — 9 et ajoutant les produits, on a, d'après la formule 
ud\^ -h ^du = d,u^j 

r/. -— y-^ ^aig^-d^'-g' ^,dB'\z= a{g%\nBdB^ g' %iïiB' dB')\ 



(4) 
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d'où, en iiilégrant, 

( 3) — =: a [g' cosG' — g'cosô -I- c'). 

L'élimination de dt entre les équations (2) et (3) fournit 
l'équation différentielle de la trajectoire 

Les constantes c et c' dépendent des circonstances initiales. 
Si l'on supposait , par exemple , que le mouvement commen- 
çât au point A de Taxe FF' situé entre les deux points 
fixes, et que la vitesse initiale h fit avec cet axe un angle 
H A a: = a ^ en posant 

r 

= m , d'où F'A = y FA = 



FA I -h /w I -h iw 

on aurait , pour' « = o , 

= 0, 0' = 7r, r= , r'= , 

1 -h /w I -f- w 

rd^ r' d^' 



= /sina; 



dt dt 

Jes équations (2) et (3) donneraient alors 

m 



=*'-hÊ)^ 



? 



(i-f-/wy 



^=- .. . ^N. +gH-g^ 



Examinons d'abord un cas particulier où Téquation (4) 
est immédiatement intégrable ; c'est celui où les attractions 
des deux centres sont supposées égales (g = g')^ et où, 
déplus, les données initiales sont telles, que les constantes 
c et c' soient nulles. 

Il résulte des expressions précédentes de c et c' que l'on 
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aura dans ce cas 

a=:-, X=:(i-f-/w)\/— • 
2 ^ ' M ma 

Ainsi, pour réaliser Thypothèse que nous allons dis- 
cuter, il faut et il suffit que le mobile parte du point A 
avec une vitesse perpendiculaire à la ligne des centres el 

égale à (i -f- ^w) i/— ; quant à la position du point A entre 

les centres , elle reste arbitraire. 

Cela posé, l'équation (4) se réduit à 

(5) a (ces e' — cos 0) [dr" -f- r»rfG^) — 2rr' (r -h r') dBd^* = o ; 

on a d'ailleurs les relations 

,x.v asinO' , asind 

^^ ''"~8in(Ô'— 0)' '' ~sin(Ô' — 0)' 

qui permettent d'éliminer de l'équation (5) r^ r^ et dr\ 
cette équation , toutes réductions faites , prend cette forme 

très -simple, 

{sin0£/0'-4-sin0'£/0)^=o. 

. Les variables se séparent ; 

— — ^^' 
^"^^ sin0""'"sin0'' 

et l'intégrale est 

(8) tang j . tang 1 0' = D. 

Pour reconnaître la nature de la courbe , on peut trans- 
former cette intégrale en coordonnées rectangulaires^ mais 
il est plus simple de revenir à l'équation diiTérentielle ( 7 ) 
qui, vu la relation r sin Q-=r' sin 6', donne 

et comme on a d'ailleurs 

dr' -h r'dB^ z= dr"" 4- r" r/0'% 

'7 
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on en conclut 

dr'' r=: dr'^\ d*oii r± /' = coDSt. 

Cette double équation caractérise une ellipse ou une hy- 
perbole ayant pour foyers les deux centres fixes*, mais , 
comme dO et dQ' sont de signes contraires d'après l'équa- 
tion (7) , les angles 9 et 6' varient en sens contraires, ce 
qui exclut l'ellipse : donc la trajectoire est une hyperbole 
ayant pour foj ers les deux centres d^ attraction. 

D'après les hypothèses faites sur l'état initial, le point 
de départ A peut être placé où l'on voudra entre les deux 
centres \ mais une fois qu'il est fixé , la vitesse du mobile à 
l'origine est déterminée en grandeur et en direction. Si l'on 
suppose A plus près de F' que de F, ce sera la branche de 
droite de l'hyperbole qui sera décrite par le point m ; dans 
le cas contraire , ce sera la branche de gauche : si l'on sup- 
posait AF' = AF, la trajectoire se réduirait à la perpendi- 
culaire élevée sur le milieu de FF'. 

La vitesse (^ du mobile en un point quelconque de la 
trajectoire est fournie par l'équation (2) , où l'on doit faire 
g' =z g^ c = o, ce qui donne 



Soient 



"==^(7+^) 



a ■= 2 r , ' =z 7. b : 

I -h /w 



en transportant l'origine des coordonnées au milieu O de 
FF', l'équation de la trajectoire prend la forme 

et l'on a 

, ex , r.r . , 

r=b-\-—, r'z= — ^b', 
b b 

par suite , 

4 g^^^ 

(>^ "~~ — ■ • 

c' :r» — b* 
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D' ailleurs 

dO\ dx'J b'(x'^b') dr' 

donc 

dx^ ^gb^cx[x^ — b^) 

dF " {c^x^— b*y ' 
d'où 

a b dsbcdt = — • 

ijx{x'--b') 

La dctermination du lieu qu'occupe le mobile à chaque in- 
stant sur sa trajectoire , est ainsi ramenée à une quadra- 
ture. 

/»' j«' dx 
En intégrant par parties le terme ■ ou 

yx[x'^ — b^) 

Tc dx ^^ 

c* ■ ' six , on ramène aisément la quadrature du se- 

coud membre de l'équation précédente, à ne dépendre que 

de la seule intégrale / =r- ; on trouve 

^ J Slx[x^—b^) 



6 



^ Jb S^x(x^—b' 



execu- 



, , elle n'esl pas exéc 

table ; si Ton y pose 



t elle devient I/t i ■ , -.-^ "^ 



.r =:z 1 elle devient \ / — I . 1- ■^-^ ? 

cos^ (p 



fonction elliptique de première espèce , dont le module 
est \ v/2. 

Il est à remarquer que , si l'on supposait c'^ = 3/'% r'esl- 

17- 
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AF' /- 

à-dire si le rapport -— - ou m était égal à 2 — y3, la fonc- 
tion elliptique disparaîtrait de l'équation (9), et le temps t 
s'exprimerait exactement en fonction de Xy par une formule 
algébrique. 

Revenons au cas général : 

Euler est le premier qui soit parvenu à séparer les varia- 
bles dans Téquation (4); nous allons exposer, sommaire- 
ment, les transformations auxquelles Euler a eu recours. 

Il introduit deux variables nouvelles p et q liées aux 
angles J 9 et ^6' par les relations 

tans -7 



d'où sin = < , , î CCS B = j 



ï -f- /?' 7' l-i-p^q^ 

sin G' = — ^-^ 9 cosô = i- ; 

p^ -f- 7 P'-^^' 



et, en vertu des formules (6), 



,x 



^_.__f ^r ^r_. « 



1—^3 I -h 9' i — p^ i -hg^ 

On en tire 

(n-;,V)= ' />' + ?' ' 

et, par suite, 



r'r"rferfô' = 



(i- ;>')•(• + 9')' 



Si Ton substitue ces valeurs dans l'ëquation (4) ) on re^ 
connaît , après diverses réductions, que le coefficient de dp* 
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ne contient que la variable q^ et celui de dq* la seule 
variable p, en sorte que 1 équation prend la forme 

f ^ ' dp dq 

où les variables sont séparées. 
On a 



Q = ^— -^ (i - ?') + ac^' + ^ (1 + 7')'. 



g —8' - ^ 



Quant à l'expression du temps en fonction des mêmes 
variables p et q^ on la tirera de l'une des équations (2) ou 
( 3 ) , par exemple de l'équation ( 3 ) , qui donne 

r^r''dOdB' 

dt^ = , 

a (g^ ces ô' — g ces -h c') 

et où l'on remplacera r, r', 0, 6' par leurs valeurs. 

Toutes ces substitutions un peu longues et qui demandent 
à être habilement dirigées, sont détaillées dans le Traité • 
des Fonctions elliptiques de Legendre (t. I, p. 4^1 et sui- 
vantes). On trouve, pour l'expression réduite de rff, 

/ ^ ^ y— / P'^^P ^ ^^9 

(11) dt=a ^^al' ,,., /„-^: ; — 7=" 

ou les variables sont également séparées. 

Le problème est donc ramené aux quadratures. 

L'intégrale de l'équation (10), qui donne la relation 
entre q et /?, dépend des fonctions elliptiques de première 
espèce. 

L'expression du temps fournie par l'intégrale de l'équa- 
tion (li), dépend des fonctions elliptiques de troisième es- 
pèce, et peut, dans beaucoup de cas, être réduite aux fonc- 
tions de première et de seconde espèce. 
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Signification géométrique des variables p et q. — Des 
valeurs trouvées plus haut pour /• et pour r', on tîre 

♦ r -f- r — — ^ r — r zzz • 

i—p^ 1+7' 

Ainsi la somme des rayons vecteurs Fwi, F' m ne dépend 
que de la v£friable p, et leur différence ne dépend que de la 
variable q. Cela posé, soit 

/>' = «. 7'=P» 

un couple de valeurs déterminées de;?* et y' qui définissent 
un certain point m de la trajectoire-, l'équation 



a 



même 

a 



où r et r' sont considérées comme seules variables, ap- 
partient à une ellipse dont F et F' sont les foyers, et qui 

passe au point m ; son grand axe est — ^^ : de 

I — a 

l'équation 

. r' - "('-P) 
r — r r:= — 

I-f-p 

caractérise une hyperbole homofocale qui passe également 

au point m, et dont l'axe trans verse est — ^ J-^- Ainsi 

chaque couple de valeurs des variables petq représente les 
paramètres d'une ellipse et d'une hyperbole ayant pour 
foyers les centres fixes , et dont l'intersection marque la po- 
sition du mobile. 

Cette propriété a fait donner aux variables ;? et ^ le nom 
de coordonnées elliptiques, La variable p relative à l'el- 

!• 1 . / 1 tang^ô 

lipse, ou la racine carrée du rapport ^ , ^ ; est toujours 

comprise entre -f- 1 et — i . Si /?* = i , on a r-f- r' = oo , et, 
par conséquent, la position correspondante du mobile est 
infiniment éloignée. La variable q relative à Thyperbole, ou 



EXERCICES DE MÉCANIQUE. ^63 

la racine carrée du produit tang^ô .tang^ô', peut passer 
par tous les états de grandeur de — oo à -f- oo . 

Il est bon de remarquer que pour que la description de 
la trajectoire soit complète, on pourra être conduit à attri- 
buer à ;?' et à 9* des valeurs négatives, et, par suite, àp 
ei k g des valeurs imaginaires. 

L'ellipse et l'hyperbole homofocales se coupent orthogo- 
nalement en quatre points ; mais on lèvera toute ambiguïté 
sur la position du mobile correspondante à un système de 
valeurs de p et de ^, par la considération des coordonnées 
rectangulaires de ce point , qui sont : 



X 



a(i — p^q^) napq 



Si l'on suppose, comme ci-dessus, que le mouvement 
commence au point A situé entre les deux centres fixes, on 
aura en ce point 

, , ail — m) 

et, par conséquent , p z= o, q- =z m. 

L'équation (/*' = m appartient à une hyperbole ayant A 
pour sommet , et pour foyers les deux centres. Or le mobile 
commence à décrire, suivant la direction AH de sa vitesse 
initiale, un élément de sa trajectoire incliné de l'angle a 
sur l'axe FF^; selon que Fangle a sera aigu ou obtus, cet 
élément sera dirigé à l'intérieur ou à l'extérieur de l'hyper- 
bole. Dans le premier cas, la différence (r — r') va en aug- 
mentant avec le temps ^ et par suite, g diminue , puisque 

, a(i — 7') j dq , .^ 

r — r= — ! — : donc -j- est nesatii au commencement 

H-<7^ ' dt ^ 

du mouvement. Dans le second cas, -j- commence par être 
positif. Or ^ commence évidemment par être positif, puis- 
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que p est nul à l'origine. Donc la considération de Fétat 
initial suffit pour lever F ambiguïté du signe du second 
membre de l'équation (lo) ; on devra prendre le signe -f- si 
l'angle a est obtus, et le signe — s'il est aigu. 

Quelle condition doit remplir l'état initial pour que la 
trajectoire admette des branches infinies? 

Si l'on fait r = oo et r' = oo dans Téquation ( a), il vient, 
en désignant par (^ la vitesse du mobile , 



p' =r 2 r. 



Ainsi, pour qu'il y ait une branche infinie, il faut que 
l'on ait c^o. Or, quelle que soit la position initiale du 
mobile (sur l'axe ou hors de l'axe FF'), on a, en appelant 
To, r[ les valeurs initiales deret r', et h la vitesse initiale, 



c = ■!- X' 



r« '•0/ 



donc l'orbite sera finie toutes les fois que l'on aura 



n r 







et elle ne pourra admettre des branches infinies qu'autant 
que l'on aura 






Si g"' = o, le mobile n'est plus soumis qu'à un seul centre 
d'attraction , et les formules précédentes fournissent les ré- 
sultats connus pour le mouvement d'un mobile attiré par 
un centre fixe en raison inverse du carré de la distance. 

Le lecteur, désireux d'approfondir tous les détails de cette 
solution, pourra consulter le chapitre déjà cité des Fonctions 
elliptiques de Legendre. 

Une seconde solution beaucoup plus simple du même 
problème a été donnée par M, Liouville, dans son Mémoire 



y 
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sur quelques cas particuliers où les équations du mouve- 
ment d'un point matériel peuvent s'intégrer. 

En partant des équations différentielles du mouvement 
sous la forme que leur a donnée Lagrange , M. Liouville 
parvient, par un heureux choix de variables, à des équa- 
tions où les variables sont séparées. Cette méthode s'ap- 
plique avec le même succès à toutes les questions de dyna- 
mique où la fonction des forces satisfait à une certaine con- 
dition d'intégrabilité. Nous allons en présenter l'exposé 
succinct , puis nous l'appliquerons au problème d'attraction 
qui vient d'être résolu , et au cas imaginé par Lagrange d'un 
troisième centre d'attraction placé au milieu de la droite 
qui joint les deux autres et doué d'une action proportion- 
nelle à la distance. Quant aux autres applications dont la 
méthode est susceptible, nous renvoyons au Mémoire de 
M. Liouville. 

Les coordonnées rectangidaires (x^ y) d'un mobile situé 
dans un plan peuvent être remplacées d'une infinité de 
manières par deux nouvelles variables (a, |3) dont .r^y sont 
des fonctions prises à volonté. Soient 

on eu tirera 

et, par suite, on aura, pour le carré de l'élément ds par- 
couru dans le temps dt , une expression de la forme 

Supposons les variables a et |3 tellement choisies que l'on 
ait 

^ =2 o et V = À. 

L'expression de ds* se réduira à 
OÙ A désigne une fonction de a, /3. jNous verrous plus bas 
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qu'en prenant pour a et j3 les paramètres d'ellipses et d'hy- 
perboles homofocales , les conditions précédentes sont rem- 
plies. Cela posé, Téquation des forces vives prend la forme 

<-' (7:)'-(f)'=!(v-). 

V étant la fonction des forces accélératrices , et c une con- 
stante. A cette équation, il sufiit d'associer l'une des équa- 
tions générales du mouvement sous la forme donnée , page 7 , 




■"S 



\d^') d'£ d\ 
dt doL doL 



= o 



OÙ T désigne la demi-somme des forces vives du système. 
, Comme il s'agit ici d'un simple point matériel, dont la 
masse est prise pour unité, l'on a 

i ds^ i . / , doi ^, d^ 

d'où 

dcL 2 ^ ' ' dOL dOL 

et, substituant ces valeurs dans l'équation précédente, il 
vient 



doL 
dt 1 da\\dt 



Tt) y da' 



ou bien, en vertu de l'équation (12) , 

do. 

^-^It idl,^^ . d\ 

(i3) — ï — = .-3- (VH-c)-h— . 

^ ^ dt k doL^ ' dcL 

Si l'on multiplie cette équation par 2X Ja, on peut l'écrire 

^-y^-d-tj^"^. — ^"' 

et, par conséquent, elle sera inlégrable immédiatement, si 
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e/.(V-hc)> . 1 . 1,1 

—j ne contient que la variable a-, soit 



d'où 



■■/■{-), 



(i4) (V-4-c)i=:/{«)-F(p); 

[y (a) et F (j3) sont deux fonctions quelconques]. L'équa- 
tion différentielle précédente devient 

d'où, en intégrant , 

A est une constante arbitraire. Par suite, l'équation (12) 
donne 

w j(4î)'=*-^'f'- 

Des équations (1 5) et (16) on conclut immédiatement 

d^ d^ 

(17) 1 = , -1 

équation différentielle de la trajectoire, où les variables 
sont séparées, et, pour l'expression du temps, 

Cette dernière quadrature s'exécutera, après avoir remplacé 
A par sa valeur en fonction de a, ;3, et aussi j3 par sa va- 
leur en a tirée de l'équation (17) qu'on suppose intégrée. 

11 est un cas étendu où l'expression de t s'obtiendra sans 
même supposer qu'une des variables jS ait été préalable- 
ment exprimée en fonction de l'autre , c'est lorsque la con- 
dition exprimée par l'équation (i4) ^ lieu, non pas seule- 
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ment pour une valeur particulière de la constante c (ce 
qui exigerait une certaine relation entre les circonstances 
initiales du mouvement) , mais quelle que soit cette con- 
stante. Alors il faut que Vi et cl soient séparément de la 
forme du second membre de l'équation (i4) , c'est-à-dire 

, , 1 ^=?(«)-*(P), 

d'où 

/(a) = ^(«)4-cy(a), F{p) = T(p)+c4>(p), 

et, par suite, les formules (17), (18) sont remplacées par 
les suivantes : 



(20) 



v/^(a) + C(p(a) — A Va— y(p)— <:$(p) 
ff{a)doi *(p)rfp 



(21) 2dt= -— : -, , 

^^(oL)-+-cr,,u)^A v^A — H^(P) — c4>(pj 

cette expression de dt est immédiatement intégrable. 
Les équations 

(22) a = const., p = const., 

sont celles de deux systèmes de lignes orthogonales^ en 
sorte que chaque position du mobile dans son plan peut 
être regardée comme déterminée par T intersection a angle 
droit d'une ligne du premier système par une ligne du se- 
cond. En effet, soient (a, [3) , (a + Ja, j3 -|- t/j3) les coor- 
données de deux points infiniment voisins /71, m' de la tra- 
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/^ 




\ 
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p 








ÛC 



jecloirc^ ah^ (v/, les deux lignes qui se croisenl au point m 
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et qui sont représentés par les équations (22) où les con- 
stantes reçoivent les valeurs de a et /3 pour le point m 5 
a'b'^ c'd' les deux lignes correspondantes pour le point 
mf\ ces quatre lignes interceptent un quadrilatère infini- 
ment petit mpm'p\ dont l'élément mm' ou ds est une dia- 
gonale , et l'on a 



mm^ = mp -f- rn' p — nmp.m* pcos[mpm'). 
Or 



mm' ou ds^=z\[dcx}-{-d^^'). 

Si Ton' fait dans cette formule rf(3 = o , ds ou mm' se 
change dans mp, puisque le point p répond aux coordon- 
nées (a -♦- éia , l3) -, donc 



mp =.\da.^^ et de même mp' z=z\d^^ 



Mais mp' peut être confondu avec pm,' , dont il ne dilïere 
que d'un infiniment petit du troisième ordre ; donc on a 



mm' = mp -\- m' p , 
d'où 

co.'t [mpm' ) = o , mpm' = — 

c. Q. F. D. 

Réciproquement^ si les équations a = const., |3=const. 
représentent deux systèmes de lignes orthogonales quel- 
conques , on pourra dire que le carré de l'élément de tra- 
jectoire aura la forme 

ds^z^Xda^-^Vd^^', 

mais y! ne sera pas nécessairement égal à A. 

En effet, l'arc s étant une foncyon de «> j3, on a en gé- 
néral 

mm' ou ds •=: Ada H- Brfp, 

d'où 

mp=z Kdcny m'p znBdp. 



T. on 



i£. 



tr 



'otw 



ynr 



fU 
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d'exprimer en remarquant que les équations précédentes ne 
diffèrent Tune de l'autre que par le changement de (i* en v', 
et, par suite, que les valeurs de /n* et v* satisfont à une 
même équation du deuxième degré 

d'où Ton conclut immédiatement 

LLV 

b^x^=ilJL^v\ OU x = ±i^; 

et si l'on change fz* en f;.* — i*, v* en è' — v* et x en y, 
on a , sans nouveau calcul , 

^'j'=(p' — ô'){^»— V»), ou r = ± ^^'^'^^'^^^'""'''^ » 

On peut supprimer les doubles signes dans ces formules , en 
convenant que v recevra , comme x^ des valeurs positives 

ou négatives, et que ^b^ — v* pourra également changer 
de signe avec j^ conventions qui reviennent à faire 

V = b ces Ô ; d'où x = fi ces , j = Vf*' — ^' sin 0. 

Cela posé, on a 



dx = i- =- — ^ , dy = , ' — , î 

b èv/fx'— é^ byfb'—v^ 

d'où 

Les termes coillenaiit le produit rf|!xrfv ont disparu, comme 
cela devait être, puisque l'ellipse et l'hyperbole homofo- 
cales se coupent orthogonalement 5 et, en comparant cette 
expression de fls^ avec la formule ( 23), on a 

De plus, la valeur de X a la forme exigée par l'équa- 
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tion (a4) 1 c'est-à-dire qu'elle se compose d'une fonction de 
(jL jointe à une fonction de v ; M. Liouville a démontré que 
le système de coordonnées elliptiques est le seul qui jouisse 
de cette propriété. 

D'après cela, pour que les équations du mouvement soient 
réduites aux quadratures par les formules (î>.o) (21 ) , il faut 
et il suf&tquela fonction des forces V satisfasse à la condi- 
tion ( a4 ) ? ou que l'on ait 



Revenons au problème de dynamique qui fait l'objet de 
ce chapitre. 

Si l'on prend les deux centres fixes F, F' pour foyers 
communs des ellipses et des hyperboles, on aura 

FF' ou «1 = 2^, r = u -i x=ru-|-», / z=uL — v; 

et comme V = ^ -h ^, il vient 

r r 

c'est la forme voulue. 
Donc « si Ton pose 

N = (6» — >'}[A-i^— ^}v — cv*], 

Téquation diAerentielle de la trajectoire et la différentielle 
du temps seront^ diaprés les formules (20) (ai). 

Ces équations ne doivent pas différer, an fond* des éq[aa- 



EXERCICES DE MÉCANIQUE. 2^3 

lions (lo) et (i i) que nous a fournies la première méthode-, 
en eflfet, il est aisé de voir que les variables d'Euler, peiq^ 
sont liées à /x et v par les formules 



P'--^b^ ^'=T 



et , vu les expressions de P et Q , on trouve 

dp __ j~h d^t. dq _ 11) d^ 

v/p^V^ y/M' V'Q""V 2 v^n' 

en posant, comme on peut le faire, ci* -f- 6c' = A. 

Soient r© , r^ les distances initiales du mobile aux deux 
centres fixes, h la vitesse initiale et a l'angle que sa direc- 
tion fait avec la ligne des centres ; on en conclura les va- 
leurs initiales de /ui, v, •—? — que nous désignerons par ^^^^ 
Vo, |u'^, v'q, à Taidedes équations 

X COSa=-^ftj ■^^^•' 
^""^ ^ , . V^^'-vJ.^o , V'ptJ— ^^Vo , 

Les valeurs des constantes arbitraires A, c seront ensuite 
fournies par les équations, déduites des formules (i 2) et (i 5), 

(28) A = (g + g') f,. + c^\ - f(^7^'l^ (*'.'• 

L'équation delà trajectoire peut s'écrire 

JÇ^ du. C rfv 

mais il peut arriver, comme on l'a déjà vu pour un cer- 

18 



274 TROISIÈME PARTIE. 

tain état initial, que la trajectoire soit une ellipse ou une 
hyperbole ayant pour foyers les deux centres fixes, auquel 
cas elle aura pour équation 

Cependant cette solution échappe à l'intégrale générale (29) 
oùiielv sont essentiellement variables. 

Pour éclaircir ce point, remarquons que Téquation dif- 
férentielle (25) admet, outre l'intégrale générale, la solu- 
tion singulière 

MN = o, d*où M = ou N = o. 

L'équation M = o fournira pour [i des valeurs constantes, 
et l'autre N=o en fournira pour v^ à ces valeurs ré- 
pondront des ellipses ou des hyperboles qui pourront sa- 
tisfaire à la question, si toutefois les circonstances initiales 
le comportent. 

Examinons , par exemple , quelles conditions doit rem- 
plir l'état initial du mobile pour qu'il décrive une ellipse 
ayant les centres fixes pour foyers. 

On aura constamment dans ce cas 

et cette constante fXo ^st distincte de b , puisque autrement 
le mouvement aurait évidemment lieu suivant la droite 
FF' ; donc l'équation M = o donne 

et , par suite, on tire de l'équation (28) 

f*o = o- 

Cette première condition détermine la direction de la 
vitesse initiale tangente à l'ellipse décrite; car les équa- 
tions (a) , dans lesquelles on posera fx^ =0, donnent 



tant; a = — 

s/ b' — v 
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Si l'oti supposait quç le point de départ du mobile fût 
situé sur le prolongement de la ligne des centres ^ on aurait 
Vo = ft , et tang a = oo : la vitesse initiale serait donc per- 
pendiculaire à Taxe, ce qui est , en effet, le caractère de la 
tangente au sommet d'une ellipse. 

La condition fi^ = o n'est paala seule ; il faut , en outre, 

que l'on ait ( -7- j = o , c est-à-dire que l'équation M = o 

ait au moins deux racines égales à po- Cette seconde con- 
dition a été établie par Lagrange [Mécanique analytique, 
tome II , page 1 1 5 ) . 

M. Serret. Fa démontrée fort simplement [Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, tome XIII , page 3o ) 
en remarquant que la trajectoire elliptique, indiquée par 
la solution singulière M = o , ne saurait convenir qu'au- 
tant que l'intégrale générale (29) est en défaiut; d'où il 

lit que Fintégrale définie I -p: doit devenir infinie pour 

(jt = fXo • or cela exige que le polynôme M , qui déjà s'an- 
nule pour |[x = fjto , contienne le facteur yi — fz© à une puis- 
sance supérieure à la première. Ainsi l'équation M = o , 
ou 

aura ses deux racines égales à |uto ^ d'où Ton conclut 

C = 9 A — — 5 

2pLo 2 

et, par suite , la vitesse initiale k sera complètement déter- 
minée par la fomîulc (27) 

i*o(f*0-H Vo) f*o(fAo — Vo) 

ï8. 



suit 
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Si Ton suppose tour à tour que le mobile ne soit soumis 
qu'à l'attraction d'un seul centre fixe F ou F', on devra 
faire successivement dans cette valeur de A', g'=o ,^^=05 
et, par conséquent, en désignant par A'*, k"^^ les deux 
valeurs que prend alors le carré de la vitesse initiale , on 
voit qu'on aura 

k^ = k'^ -f. k"\ 

De là ce théorème , dû à Legendre : 

Soit A' la vitesse nécessaire pour qutin point matériel, 
placé en un point donné d'une ellipse dont F et F' sont 
les foyers, décriv^e cette ellipse sous l'action d'une force 
attractive émanant du foyer F ; soit k" la vitesse nécessaire 
pour que le même point décrive l'ellipse sous l'action 
d'une force attractive émanant du foyer F ^ : si ces deux 
forces agissent à la fois sur le mobile, et que sa vitesse 

initiale k soit égale à y A'* -f- A''*, il décrira encore la même 
ellipse. (Les attractions suivent la loi ordinaire de l'inverse 
du carré des distances. ) 

L'hypothèse ii=b correspond, comme on Ta dit plus 
haut , à un mouvement rectiligne ; dans ce cas , pour expri- 
mer que l'équation M = o a deux racines égales à &, on au- 
rait la seule équation 

cb^-hig-^ g^) ff — A = o, et, par suite, taDga = o. 

La vitesse initiale devrait donc être dirigée suivant la ligne 
des centres FF' 5 mais sa grandeur resterait arbitraire , ce 
que l'on conçoit bien à priori. 

2. Lagrange a fait voir le premier que les équations du 
mouvement sont encore réductibles aux quadratures, 
quand on ajoute un troisième centre fixe^ placé au milieu 
de la droite qui joint les deux premiers, et attirant le 
mobile en raison directe de la simple distance. 
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Eu effet , la fonction des forces devient alors 

r r 

f représentant le pouvoir attractif du troisième centre O à 
l'unité de distance , et R le rayon vecteur mené de ce centre 
au point mobile \ or 

R' = a:' H- ^' = pi» -f- v' — ^% 
donc 

Et l'on voit que cette expression satisfait encore à la con- 
dition d'intégrabilité 

seulement les intégrations seront plus compliquées que 
dans le cas précédent, et ne se réduiront plus à de simples 
fonctions elliptiques. 

Les développements que nous avons donnés plus haut 
sur la solution singulière qu'admet l'équation différen- 
tielle (25), subsisteront pour l'équation de la nouvelle 
trajectoire, sans autre modification que l'introduction, 
dans le polynôme M , des termes qui proviennent de Fat- 
tractiony. 

La méthode que nous venons d'exposer s'étend : 

1°. Au mouvement d'un point sur une sphère y en rem- 
plaçant les deux coniques planes homofocales par deux co-- 
niques sphériques dont l'intersection a lieu à angle droit , 
et détermine à chaque instant la position du mobile. 

2^. Au mouv^ement d'un point sur un ellipsoïde en le 
coupant par deux systèmes d'hjperboloïdes homofocaux 
qui tracent les lignes de courbure de sa surface. 

3. Un mobile est sollicité par une force dirigée vers 



278 TROISIÈME PARTIE. 

un centre jixey et Von propose de déterminer la loi siU" 
vant laquelle Vattraction doit varier ai^ec la distance 
pour que la trajectoire soit ou une spirale hyperbolique 
ayant pour pôle le centre fixe, ou une spirale logarith- 
mique de même pôle, ou une circonférence de cercle pas- 
sant par le centre fixe. 

En partant de la formule donnée par M. Binet , • 




où R désigne l'intensité de la force centrale, r la distance 
du mobile au centre, Q T angle du rayon vecteur avec une 
droite fixe, et c le double de Taire constante décrite dans 
l'unité de temps , on trouve aisément : 

Pour le cas de la spirale hyperbolique dont Téquation 



a 
est r = - 5 

9 

pour la spirale logarithmique dont l'équation est rz=.c?^ 

R r=: — i -^ — '-^ (même loi); 

et pour le cas du cercle dont Téquation est r = a cos 0, 

2û'c' 



R 



r* 



4. Déterminer le mouvement d'un point matériel m 
soumis à Inaction de plusieurs forces dirigées vers des 
centres fixes, et respectivement proportionnelles aux dis- 
tam:es de ce point à ces divers centres. 

Soient x^ y^ z les coordonnées du point m relatives à trois 
axes rectangulaires quelconques [fig- 68) ; a, i, c les coor- 
données du centre A -, [i l'intensité de la force accélératrice 
qui émane de ce centre à l'unité de distance : [ir sera son in- 
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tensité à la distance A m = r^ et comme elle est dirigée de m 
vers A , ses composantes seront 

Si nous désignons par les mêmes lettres accentuées les 
quantités analogues pour les centres A', A'',.*-) nous aurons 
les trois équations 

— = pt (û — a:) -+■ fi' (a' — ^) 4- î*" («" — ^) 4- . . . , 

"^- f*(^ - ») -H p' (c' - 3) -I- p" (c" - a) -^- • • • 

Mais il convient de leur donner une autre forme. La pre- 
mière de ces équations peut s'écrire 

ou , si Ton pose 



a 



fA 4- fx' -4- (x" -h . , . 

On aura de même 

(3) ^=:(^-Hp' + ^" + ...)(c, -2), 

en posant 

pt -h f*' H- f*" + • . . 
pic -H fji'c' -h|p'^<^'' -+*••• 



pi -h pi' 4- p" -I- . . . 
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■»-■ 

Les équations (i), (2), (3) sont celles du mouvement 
d'un point attiré par une force dirigée vers un centre fixe G 
dont les coordonnées sont aj, èj, Cj. L'intensité de cette 
force accélératrice est {^i •+- ^^ ■+■ (jl^^ -\- . . .) mG ] elle varie 
donc proportionnellement à la distance du point m au centre 
d'où elle émane. Pour définir la position de ce centre, con- 
cevons que les quantités (z, fjt', fx'',... représentent des poids 
dont les centres de gravité soient placés en A, A', A'^,.. . 5 le 
point G sera le centre de gravité du système de tous ces 
poids ^ cela résulte évidemment des valeurs de a^j ij, Cj. 

La détermination du mouvement du point m est ainsi 
ramenée aux formules connues. 

Remarque, — Cette réduction de toutes les forces d'at- 
traction à une seule dirigée vers le centre de gravité] du sys- 
tème des poids jix, yJ ^ {^'\"") ^st une conséquence des pro- 
priétés du centre de gravité, et l'on pouvait l'en déduire 
sans calcul. En effet, prenons sur le prolongement de la 
droite G m une distance mH=&, arbitraire, et plaçons 
en H le centre d'un poids X tel , que le centre de gravité du 
système fx, fx', p'', . . . , X tombe au point m ; pour cela , il faut 
et il suffit que l'on ait 

X^ = (p-f-y -hfx"-h. ..)/wG . 

Or on sait qu'un système de forces égales à fxr, fxV, 
/ut'V,..., XA, et dirigées respectivement suivant les droites 
m A, m A', wA'^,...,mH serait en équilibre 5 donc l'une 
d'elles, la force XA, est égale. et opposée à la résultante de 
toutes les autres : donc ces dernières ont une résultante dont 
la grandeur est XAou {(jl -+- a' ■+- fx"...) mGet dont la direc- 
tion est la droite mG. 
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CHAPITRE IV. 

SUR LE MOUVEMENT d'uNE SPHÈRE PESANTE ET INFINIMENT 
PETITE PLACÉE DANS UN CANAL RECTILIGNE OU CIRCULAIRE 
QUI SE MEUT SUIVANT UNE LOI DONNÉE. 



1 . Déterminer le moui^ement d*une sphère infiniment 
petite^ pesante^ placée dans un tube cylindrique O A , d^un 
diamètre égal à celui de la sphère y et dont Taxe décrit d*un 
mouvement uniforme un cône droit autour de la "verti- 
cale Oz (fig. 69). On n'a pas égard au frottement. 

Le principe des vitesses virtuelles, appliqué à l'équi- 
libre des forces perdues par la sphère de masse m , dont les 
coordonnées sont (x^ y^ z) , fournit l'équation 

Soit a Fangle constant zOA , Q l'angle POQ \ comme il croit 
proportionnellement au temps , on aura 

en prenant pour le plan des zx la position initiale du 
planzOA. 

Les liaisons du système sont exprimées par T équation 
précédente associée aux équations 

X = rsinacosô, 
y = rsinasinô, 

z = /• cos a ; 

on en tire dx^dy^dz^en ayant soin de ne pas faire va- 
fier le temps t y ou, ce qui revient au même, l'azimut 0-^ 
car, ici , les liaisons du système dépendent du temps, et le 
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tube dans lequel la sphère m est assujettie à rester, doit 
être considéré comme conservant la position qu'il avait au 
moment où l'on imprime le déplacement virtuel. On a ainsi 

Sx =z sinacosO <îr, 
^7 = sina sinô 5r, 
Sz = cosa^r; 

l'équation (i) devient, en omettant le facteur m et égalant 
à zéro le coefficient de d r , 



sin a cos -^7 -H sin a sin -— -f- ( — -h §• ) cos a = o. 



Pour éviter la transformation directe en coordonnées po- 
laires des trois dérivées du second ordre qui entrent dans 
cette équation , on l'écrira d'abord ainsi : 

. . d^x d^r d^z 

Or 

x^ -r- X"" -\- z" = r', 

d'où 

xdx -hjrdy -f- zdz =: rdr, 
et 

xd'^x -h fd^x -h zd^z ^= dr^ -h rd^r — {dx^ -h dy^ -h dz"*) ; 

maison a déjà vu (page 8) comment l'expression 

(dx^ -h dx^ -^^ dz^) 

se transformait en coordonnées polaires : seulement il faut 
remarquer qu'ici l'une des deux coordonnées angulaires (a ) 
est constante. On trouve 

dx^ -h dx^ -H dz^ z= dr^ -f- /"' sin' a. ^G' ; 

par suite, Féquation du mouvement devient , toutes réduc- 
tions faites , 
,,. d'r . ^ d^' 

Si le mouvement donné du tube n'était pas uniforme ., 
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— serait une fonction connue de ^, et la question serait ra- 
menée à intégrer une équation linéaire du second ordre à 
coefficients variables et avec second membre , ce que l'on ne 
sait pas faire en général ^ mais , dans le cas qui nous occupe, 

— est égale à la constante //, et l'équation (3) prend la 

forme 

-— — /l'sin^alr— > . =0, 
dt^ \ //'sm*a/ 

dont Tintégrale est 

fi^COSa ntsina . « — nisina 

r — — — ; := A<? -hBc 

n} sm* a 

Les constantes A et B dépendent de la position et de la 
vitesse initiales de la sphère dans le tube. 

Supposons qu'au commencement du mouvement la 
sphère ait été placée au sommet O, et lancée dans le tube 

avec la vitesse ft \ on aura , 

dr 
pour ^=:o; r=o, —■z=.k^ 

d'où 

nk%\XiOL — ^ ces a «^ sin a -j- g^ ces a 

2/2* sm' a 2/z^sm'a 

et 

^ CCS a nh sin a — g COS a n/sin a 
72* sin* a 2/2* sin* « 

/?X- sin a -f- g' cos a — ntsina 

-___ ^ 

2 /2* sm* a 

Distinguons trois cas : 

r. . , «w 5" cet a 
i*'. Soit /- > ^ 

/2 

dr , , 

La valeur de — que Ton tirera de l'équation précédente , 

étant constamment positive, r croit sans cesse avec t\^ le 
mobile s'éloigne donc indéfiniment de Forigine; la vitesse 
avec laquelle il décrit le tube croît aussi sans limite , à par- 
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^ dr 

tir de l'époque où — atteint un minimum , époque marquée 
par l'équation 

-— - — o , a ou e — -— -: 9 

dt^ nk sin a — g ces a 

, s coi OL 

et alors r = 

n 

f ^ cet â 

2*». Soit k = 5 

n 

L'expression de r se réduit à 

/l' sm' a \ / • 
elle est constamment croissante , mais elle ne saurait dé- 
passer ni même atteindre la limite ——, : la valeur de — 

^ n^ sm' a dt 

est décroissante et s'approche indéCniment de o. Ainsi le 
mobile s'éloigne toujours de l'origine et s'approche, avec 
une vitesse indéfiniment décroissante, d'un point du tube 

£t COS ce 

distant de l'origine de la quantité \ . ^ y sans jamais l'at- 
teindre. 

3». Soit k < 2 

n 

-, fi' cet a , 7 •! • 
En posant = Ar ^- A , il vient 

/z sm a 2 /i sin a ^ ' 

dr , 

la valeur de — s'annule en passant du positif au négatif, 
pour 



r=: -^. l ( I 4- 

2 /l SID a 



2/?\ 

la valeur correspondante de r , 

h-^k-- si hUi-^-ik) 
r= r-^ > 



n sin a 
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dr 

est un maximum. Le temps continuant à croître , -j est 

constamment négative, et sa valeur absolue croît jusqu'à 
l'infini; r décroît jusqu'à l'infini négatif. Ainsi, le mo- 
bile , après s'être élevé dans le tube jusqu'à la distance 

A -4- ^ — sj h[h'^iik) j j • 1 j 

^ — ^ -y redescendra , atteindra de nouveau 

/2 sin a 

l'origine \ puis (le tube étant supposé indéfini en longueur) , 

le mobile continuera à le parcourir de haut en bas , avec 

une vitesse qui ira en croissant jusqu'à l'infini. 

Si Ton supposait a = -> le tube décrirait un planhori- 

zontal , et la pesanteur n'influerait plus sur le mouvement 
de la spbère qui serait donné par l'équation 

r=z A^'-+- B<r-"'. 

Ce cas a été examiné par BemouUi. 

Pour réaliser l'hypothèse où la sphère ne reçoit pas de 
vitesse initiale , supposons qu'elle soit retenue dans le tube 
par un fil inextensible , de longueur OA = Tq , attaché au 
point fixe O (fig- 70) , et que le fil vienne à se rompre au 
moment où l'axe du tube fait un angle Q^ avec l'axe des x ; 
on aura , pour * = o, 

/• = To , — = o , et consequemment A = B = — 5 
donc 

Soit (7 l'arc de cercle de rayon OA , décrit pendant le 
temps t par le point A du tube avec lequel coïncidait la 
sphère au moment de la rupture du fil •, on a 



ff = «A-o /, d'où r = — V^'° -+■ ^ 

2 






Cette équation, comparée avec celle d'une chaînette de 
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paramètre To , montre que la trajectoire décrite par la 
sphère n'est autre que la courbe qu'on obtiendrait en 
construisant d'abord la chaînette LAL' de paramètre r©, 
tangente par son sommet au cercle de rayon OA 5 puis en- 
roulant la tangente AT sur le cercle , et portant les ordon- 
nées MP de la chaînette de p en m sur les prolongements 
des rayons. 

Considérons enfin le cas où le tube serait assujetti à 
tourner d'un mouv^ement uniforme autour d^ un axe hori^ 
jzontalj perpendiculaire à sa direction. Ce tube décrit 
alors un plan vertical , comme une lunette méridienne. 

Pour déterminer le mouvement de la sphère à l'aide des 

calculs précédents , on fera a = -, et l'on supposera que la 

pesanteur soit dirigée suivant le prolongement de l'axe des 
y considéré comme vertical 5 l'équation (i) prendra la forme 

et l'on en tirera la suivante , analogue à l'équation (2), 

d^x d^T 

Cette équation s'obtient encore par un autre procédé 
qu'on aurait pu suivre dans le premier cas : il consiste à 
introduire la pression N exercée par le tube sur le mobile, 
ce qui permet de traiter celui-ci comme un point libre. On 
a ainsi les deux équations : 

d'^x y 



(5) 



avec 



df" 


—— il 


— 1 
r 


d'y 
dt' 


-t-N 


X 

r 


(x- 


r cos 


e, 


]r^. 


r sin 


e. 



ë 
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(Nous admettons que le mouvement de révolution du tube 
tende à augmenter l'angle AOa: = 6. ) 

L'élimination de M redonne 1 équation (4 )• Enfin celle-ci 
se transforme , comme on Fa vu dans le premier cas , en 
coordonnées polaires ; il vient 

(o) -r r-— - -f- fi' sm = o. 

Si l'on y remplace par nt -f- w, et qu'on intègre, on a 

r=:-^8in(/if-f-w)-hAe'"-^^-+-Be-"^-^~. 

Nous laisserons aux lecteurs le soin de discuter cette 
intégrale. On pourra, par exemple, supposer que le tube 
parte de la direction horizontale ( co == o), et que le mobile 
n'ait pas de vitesse initiale. 

Les équations (5) feront ensuite connaître la valeur de 
la pression N à chaque instant \ on en tire 



d'^jr d^x 



.r -^ — jr _-. _ Nr -+- ^r 008 Ô == o ; 



or 



dt 



„ , xdW — rd^x d^B dr dQ 

d'où :^-r^ = '*-TT^-2r- -; 

dt^ dt^ . dt dt 

en remplaçant par wf -f- o) , il vient 

xd'^Y — yd^x dr 

:^--r-r :=z^nr-^'i 

dt^ dt 

et , par suite , 

N = a/i-=--f-^ cos(«^-|- «) = n g cos (nt -{- (à) 
dt 

2. Une roue circulaire porte y à sa circonférence, un 
canal annulaire , dans V intérieur duquel on a introduit 
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une sphère homogène pesante m , d'un très^petit diamètre 
égal à celui du canal ^ cette roue s'appuie par un point B 
de sa circonférence, sur un plan horizontal AOB (fig. 71), 
et, par son centre S, sur un axe fixe vertical SO incliné 
au plan de la roue d'un angle connu OSE = a. On sup-- 
pose qu'on fasse rouler la roue sur le plan horizontal, 
de manière que son point d'appui décrire un cercle de 
rayon OB a^^ec une vitesse constante. Le cône droit dont 
l'axe est SO et le demi-angle au centre ce , est ainsi touché 
successii^ement y suivant toutes ses génératrices, par le plan 
de la roue mobile. 

On demande les lois du mouv^ement du centre de la 
sphère, abstraction faite du frottement, 

(Une solution inexacte de ce problème a été donnée dans 
le tome XIX des annales de Gergonne, page 36o. L'au- 
teur prend pour expression de la force accélératrice eflFec- 

tive qui anime le point m, la quantité J'-rj^ ^ étant le 

dm 

rayon de la roue, et l'angle que le rayon S m fait avec un 
rayon fixe tracé dans le plan de la roue. Mais il y a là une 
erreur grave , dont l'effet n'est rien moins que de confondre 
l'élément de la trajectoire réellement décrite par le mobile, 
avec l'élément de la circonférence de la roue.) 

Prenons pour axe des z la verticale SO, et faisons passer 
le plan des zx par l'arête SA, suivant laquelle la roue mo- 
bile touchait le cône à l'origine du mouvement; au bout du 
temps t, soient SB l'arête de contact, SC la position qu'oc- 
cupe à cette époque , sur le plan de la roue , le rayon qui 
coïncidait primitivement avec SA*, S m le rayon vecteur de 
la sphère : sa position sera déterminée par les angles 

mSO=<p et PS.r = J;, 

SP étant la projection horizontale de Sw; mais ces deux 
angles ne sont pas indépendants l'un de l'autre. 
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Soit Taugle variable CSm 5 si l'on désigne par A la 

vitesse constante et donnée avec laquelle Tangle AOB est 

décrit, on aura 

angle AOB = At ; 

et comme il résulte de la nature du mouvement que 

arc AB = arc BC , 
on en conclut 

angle BSG = At sin a y 
et 

angle mSB = ô — At sin a : 

nous désignerons, pour abréger, ce dernier angle par w , 

(1) w = — Atsïncc, 

Cela posé, il est facile d'exprimer les angles y et (|/ en 
fonction de co. En effet, l'angle trièdre rectangle SOmB 
donne d'abord 

(2) ces (p = ces a ces &>. 

Soit SB' la projection horizontale de l'arête SB ^ on a 

+ = PSB' 4- B' S^ =r PSB' + BOA = PSB' + At. 

PSB' mesure l'angle dièdre qui a pour arête SO dans le 
trièdre déjà considéré. On a donc 

tang PSB' = . ^ 5 
^ sm a 

par conséquent, 

(3) += At-hAvc ( tang= . ^^ 
^ \ ^ sma 

A l'aide des formules (2) et (3), le problème est ramené à 
déterminer o) en fonction du temps. Comme nous n'avons 
ici qu'une seule Jonction variable co, il suffira d'employer 
une seule des équations de Lagrange, 

dT 

^' U eJT d\ _ 
dt ddi dùi 

OÙ V désigne la fonction des forces et T la moitié de la 

'9 
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force vive du mobile. On a 

V = mgr cos «p = rngr ces a cos w , 

2 \ dO / 2 \dt^ ^ dt^ 

, dtù 

Si Ton substitue pour ? î ~/ ^^ -r- leurs valeurs tirées des 

formules (2) et (3), on trouve que l'expression de T se 
réduit à cette forme très-simple , 

T = -/?ir*[w''-|- 2sina./w'-H(i — cos*a cos*«)/-»]. 

Je 

En définitive , l'équation du mouvement est 

r -— r cos'a ces « sm w Ar^ + fir ces a sm &> = o ; 

dt^ ^ ' 

en la multipliant par 2 rfo), on l'intègre une première fois, 
et Ton a 

(4) ''("T") -♦- ^^''cos'acos'w — agcosa cosw -^- c= o, 

c étant une constante arbitraire, qu'on déterminera d'après 
les circonstances initiales. Enfin ^ le calcul de co en fonction 
de t est ramené à une quadrature 






y 2 g cos a . cos w — X-'r ces' a cos'^ « — c 

cette intégrale tie peut être calculée que par approximation , 
excepté pour certaines valeurs de c. Si l'on fait /r n^ o, ce 
qui revîertt à supposer la roue immobile, to se confond 
avec Q , et l'on retrouve la formule ordinaire du pendide 
simple ; seulement , la gravité g est ici remplacée par sa 
composante g cos a dani le plan de la roue. 

(ù étant connu en fonction de t par l'intégrale précé- 
dente, les équations (i), (a) et (3) donnent d, ^ et ;^ en 
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fonction de la même variable. L'élimination de t entt'e les 
expressions de cf et ip fournit ensuite l'équation polaire de 
la surface conique décrite par le rayon vecteur de la sphère. 
Si Ton transforme cette dernière équation en coordonnées 
rectilignes , au moyen des relations 

z=rcos(j>, tangç=:-5 

cette transformée, combinée avec l'équation 

x'^ -f. j^* -f- 2' = r% 

détermine la courbe à double courbure décrite par le centre 
de la sphère dans l'espace 5 enfin la vitesse de la sphère dans 
sa trajectoire sera également connue en fonction du temps 
par la formule 

— I -f- 2/^ sina — -h(i — C08*aC0S*«)XM- 

Considérons le cas particulier où l'on aurait , à l'origine 
du mouvement, 

d(»i 
w = o et —-- = G, 
dt 

ou bien , ce qui revient au même , 

Ô = o et -r =r A: sin a . 
dt 

C'est ce qui aura lieu si la sphère est primitivement en A 
dans le canal , et qu'elle y reçoive une vitesse initiale pré- 
cisément égale à celle avec laquelle le rayon SA décrit la 
circonférence de la roue. Dans cette hypothèse, l'équa- 
tion (4) donne 

czzzig cbs a — A' r^ ces' a , 

et cette valeur, substituée dans l'équation (5), conduit à 
l'intégrale 



^/; 



d(ji 



\j[l — cosw) [X-V cos'a( l-HcoSw) — 1g cosa] 

^9- 
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qu'on peut obtenir sous forme finies car, en posant 

lang7w=K, X'rcos'a — gcosa=:a, gcosci = fj, 
cette intégrale devient 

" J usja-^bu^ V « \ « / 

et, en remplaçant u par sa valeur, on a 



I 

tang— &> 

Pour déterminer c', on fait , dans cette équation , f = o 
et a)=:o, d'où l'on conclut c'= o, et, par conséquent, 
tang \ (0 sera constamment nul. 

Ainsi , dans l'état initial supposé , la sphère ne quitte- 
rait pas le plan horizontal, et décrirait le cercle AB avec 
une vitesse constante égale à ftrsina. 

La formule (5) s'intégrerait encore complètement, si 
l'on supposait un état initial tel, que la constante c fût 
nulle , et qu'en outre le coefficient de cos w sous le radical 

fût égal à celui de cos'co. Soient 0© et -7^ les valeurs inî- 

tiales de 6 et de — : l'hypothèse dans laquelle nous nous 

plaçons entraine les deux conditions 

'd% \» 

— X^ sin a I =, k"^ ces' a cos Ô© ( i — ces 0„ ) , 

2g=. P r ces a ; 
l'expression de dt prend alors la forme 

doi 



dt 



=V^ 



^2COS0>>(l — cosw) 

en désignant , pour abréger, g cos a par h. 
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Si Ton fait 

tang I w = a , 

il vient (en prenant d'abord le signe -f-, ce qui suppose 
que (ù croisse avec t) 

Ir d u 

dont l'intégrale est 

z=: C e 

u 

Pour î = o , on a 

I I ^ 

tang - w ou uz=. tang - «o î 

2 2 

donc 



I 

6'=r - 



_y/,«tang'iG, 



tang - 6( 



Pour que cette valeur soit réelle, il faut que l'angle 9o soit 
au plus égal à - > et alors la constante c' sera plus petite 

TT 

que I, ou au plus égale à i pour 9o==-- 

Résolvons l'intégrale précédente par rapport à u , et rem- 
plaçons cette variable par tang^ &) ; nous aurons 



I 7.C e 

tang - w = — 



sn 






En prenant le signe — dans l'expression de dt , on arrive 
à la même intégrale. 



2M 



I . 2 IVl 

La valeur de tang - o peut s écrire ^,_^^ -> en posant 
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La dérivée de cette quantité, par rapport à M, est -r^- — — ~ ^ 

par conséquent, tant que l'on aura M<^i, tangjco ira en 
croissant avec le temps, La variable co atteindra donc up 
maximum pour la valeur de t qui satisfera k la condition 

c^:^r = ^, d'où ^y^ = l(j) 

( on a VU ci-dessus que -p est plus grand que i ) 5 à cette 

époque 

tang|w = i, 
et , par suite , 



TT 
W = — < 

2 



Ce maximum de » s'accorde bien avec l'expression diffé- 
rentielle 



\f\ 



V2 cosw [i — ces M ) 

Le temp3 continuant à croître , a> décroît , puisque la déri- 
vée de tang | co devient négative , et ce décroissement con- 
tinue indéfiniment , sans que 6) se réduise à zéro autrement 
que pour f n^ 00 . 

La formule (j) donnera l'expression de 6 en fonction ex- 
plicite de t , 

ô = A-/ sm a -h 2 , arc ( tang 



fie ^'•-4-ii 



mais la recberche des maxima et minima de cette variable 
serait dépourvue d'intérêt. 
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CHAPITRE V. 

SUR LE MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL ASSUJETTI A 
DÉCRIRE UNE COURBE PLANE TELLE, QUE LA PRESSION 
EXERCÉE SUR LA COURBE SOIT DANS UN RAPPORT DONNÉ 
AVEC LA FORCE CENTRIFUGE. 



1 . Un point matériel pesant est assujetti à descendre 
dans un plan vertical y le long d^une courbe telle, que le 
rapport de la pression exercée en chaque point par le mo- 
bile à la force centrifuge soit constant. On propose de 
déterminer cette courbe. 

Soit AmB (Jîg, 72) la courbe cherchée que nous rap- 
porterons à deux axes rectangulaires O x, O j^, ce dernier di- 
rigé dans le sens de la pesanteur. La pression au point m a 

- ± g" — 1 5 le signe -f- convient aux courbes 

concaves vers l'axe des jc, et le signe — aux courbes con- 
vexes; par conséquent, si l'on désigne par (tz -f- 1) le rap- 
port constant de cette force à la force centrifuge -? on doit 

P 
avoir 

Soit 2gh le carré de la vitesse au point de départ du mo- 
bile dont Fordonnée est yo ; le principe des forces vives 
donne 

i>^ = 2^{/ — 7o -H h) ==Zg{x-'^)y 

en posant, pour abréger, j^o — h=ih. 
On a d'ailleurs 



3 



pdp dx (h ^i^ p 

dy 
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on regarde Tare s comme croissant avec x-^ le signe -f- de 
l'expression de p convient aux courbes convexes vers Taxe 
des a:, et le signe — aux courbes concaves. 

Lorsqu'on substituera ces valeurs dans l'équation (i), le 
double signe disparaîtra , et Ton aura 

— djr ipdp 

/î(^ — /-j — T+j?»* 

Bien que le facteur g ait disparu de cette équation, il n'en 
faut pas conclure que la courbe cberchée sera indépendante 
de l'intensité de la pesanteur \ car h , qui est le rapport du 
carré d'une vitesse à 2g", et par suite A", dépendent de cette 
intensité. 

En intégrant, il vient 

c étant une constante arbitraire; on en tire 



ou 



|=±V (j^.)"-'' 



et 



(2) dx^ — ^ 




La détermination delà trajectoire est ainsi ramenée à une 
quadrature qui n'est exécutable que pour certaines valeurs 
de n. On peut se contenter de prendre le radical avec le 
signe -h, ce qui donnera les points de la courbe dont \y 
croit avec x\^ car l'intégrale qu'on obtient ainsi est géné- 
rale. En prenant le signe — , on retomberait sur le même 
résultat. 

La différomielle précédente peut s'intégrer dans qualro 



EXERCICES DE MÉCANIQUE. 297 

cas, savoir : 



/î = H-l, /l=:--I,/l=:4-^, /2 = 



D'après la valeur de la pression (n-\-i)-j les valeurs 

positives de fi doivent répondre à des courbes concaves vers 
l'axe des a:, -et les valeurs négatives de n à des courbes con- 
vexes. Examinons ces difîerents cas. 

1°. n = i. La pression est double de la force centri- 

La formule (2) devient 

dy 



dx = 



s/: 



V 

— I 



y-k 

équation d'une cycloïde dont la base horizontale est dis- 
tante de l'axe Ox de la quantité fc=j^o — /i, et dont le 

cercle générateur a pour rayon -• 

Soit PO = jo , PC = A ; on aura OC = / . 

La base de la cycloïde sera l'horizontale CDE. Si l'on sup- 
posait A = o, c'est-à-dire si le mobile partait du point A 
sans vitesse initiale, l'origine de la cycloïde serait au point A 

lui-même. Le rayon -du cercle générateur restera arbitraire 

tant qu'on n'assignera pas un second point B par lequel 
doit passer la courbe; si ce point est donné, on exprimera 
que ses coordonnées vérifient l'équation finie de la cycloïde, 
d'où l'on conclura la valeur de c 5 ou bien on pourra déter- 
miner c par une construction géométrique fondée sur ce 
que toutes les cycloïdes sont des courbes semblables , ainsi 
qu'on le fait dans le problème de la brachistochrone. 

^ Il résulte des calculs précédents que la courbe jouissant 
de la propriété que la pression exercée en chaque point 
par un mobile pesant assujetti à la parcourir est double 
de la force centrifu^ije, n'est autre qup la brachistochrone. 
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Nous généraliserons plus bas cette propriété. 

2°. 71 = — I . La pression est constamment nulle. 

La formule (2) donne 

d.= ^ "Tcdy 

SX — ^ — ^ 
l'intégrale est 

(j:-c')»=:4c(r-->t-c); 

elle représente une parabole dont Taxe est vertical , et qui 
tourne sa convexité du côté de Taxe des x. 

Ce résultat pouvait être prévu d'après les lois du mouve- 
ment dun projectile dans le vide; on sait, en effet, qu'il 
décrit librement une parabole dont l'axe est parallèle à la 
direction de la pesanteur, et dont la tangente à l'origine est 
la direction de la vitesse initiale. Il est clair que si l'on as- 
sujettit le mobile à se mouvoir dans un canal ayant préci- 
sément la forme de cette parabole , il n'y aura aucune réac- 
tion de la part du mobile contre les parois du canal. 

3*^. n=z\. La pression est à la force centrifuge comme 3 
est à 2. 



On 



a 



dx = 



_ {y-k)dx 



d' 



ou 



équation d'un cercle de rayon arbitraire c, et dont le centre 
est distant de l'axe O j: de la quantité A = jo — A- 

4**« Ti :=. — -j. La pression est moitié de la force centri- 

On a 

cdy 

^ir — ^y — c^ 

a où 



.r — c 



^r y — i'^s/if-^y'-c' '\ 
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En transportant 1 origine au point (x = c\y =ik)^ cette in- 
tégrale prend la forme 

X 

c 



=^c 




c'est l'équation d'une chaînette dont le sommet est à la dis- 
tance c de l'axe des x. 

2. Nous avons reconnu plus haut, dans le cas d'un mo- 
bile pesant, une propriété caractéristique de la brachisto- 
chrone , savoir : qu'elle est la courbe telle , que la pression 
exercée en chaque point par le mobile assujetti à la décrire 
est double de la force centrifuge. Cette propriété s'étend à 
la courbe plane décrite par un point matériel sous l'action 
d'une force quelconque, pourvu que le principe des forces 
vives ait lieu : c'est ce que nous allons faire voir. 

Considérons un point matériel assujetti à rester dans un 
plan , et sollicité par une force dont les composantes X , Y 
satisfont à la condition 

En désignant par \^ la vitesse du mobile , on a 

(3) p»=: 2ç(a:, j)4-C, 

C étant une constante arbitraire; et, par suite, 

pdv i^di> 

dx dy 

Soit (n + 1) le rapport de la pression à la force centri- 
fuge ; les équations différentielles du mouvement prendront 

la forme 

d^x dv , .^^ dy 

-— =P— + {«+!)- ^, 
dt^ dx p ds 

d'^y di> , . ç- dx 

dt"" dy ^ ^ p ds 
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Pour en déduire l'équalion de la trajectoire, il faut éli- 
miner le temps 1 5 à cet effet , il n'est pas nécessaire de com- 
biner entre elles ces deux équations : la première suffit, en 
ayant égard à l'équation (3), qui fait déjà connaître 1^ en 
fonction de x elj. 

d'^x \dt ) , ds 

On a -7— = — ^-; — - ; or de=z —•. 

dt^ dt V ^ 

donc 

vdœ dx 

„ t'rt.— 7- "-7- , , 

d^ X ds ds dv dx 

=2 V- h i> 



dc^ ds ds ds ds 

d^x 

Par cette transformation, -^-^est exprimée en fonction 

de différentielles où la variable indépendante n'est plus 
le temps, mais telle variable qu'on voudra, l'arc s par 
exemple. 

On a d'ailleurs 

dx 

d» — 
I dy ds 



P 



ds ds 



ces valeurs étant substituées dans la première des équations 
du mouvement , il vient , toutes réductions faites , 

dx 
. ds dv dv dx 

^ ds dx ds ds 

Cette équation , dans laquelle i^ doit être remplacée par 



\/2Q!) {oc^y) 4- c, ne renferme plus le temps 5 c'est donc l'é- 
quation de la trajectoire. 

On aurait pu l'obtenir plus simplement en partant de 
r expression connue de la pression N sur une courbe plane, 



N = - 4- R cos 0, 

P 
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R désignant la force et 9 l'angle que sa direction fait avec la 
normale dirigée en dehors de la courbe. Car on a 

_ du dy dy dx 

Rcos0 = — P — -f-hP-f— , 

dx ds dv d? 

N = (;2 + i)-; 
P 
donc 

, p"^ v^ l dv dy dv dx\ 

p p \dx ds dy ds I 

Réduisant, et remplaçant- parla valeur employée ci-dessus, 

P 
on a l'équation (4). 

Actuellement , supposons que le rapport constant de la 

pression à la force centrifuge doive être égal à 2 5 on aura 

71= 1 5 et l'équation (4) deviendra 

dx 
(5) ds dv dv dx 

ds dx ds ds 

Il s'agit de démontrer que cette équation est celle d'une 
brachistochrone, c'est-à-dire de la courbe qu'un mobile, 

sollicité par la force dont les composantes sont — ? — •> doit 

dx dy 

suivre pour aller d'un point (0:0,70) à un autre [x^^jy) 
dans le moindre temps possible. 

En désignant par s l'arc de la brachistochrone qui doit 
être parcouru, la condition du minimum s'exprime par 



X 



o 
OU 



0. — = o, 



X 



{-^ds-^-ds^ -\ = o : 
\v 



i^ est une fonction connue de x etj^. 
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et les limites de Tintégrale étant supposées fixes , on peut se 
borner à faire varier l'une des deux coordonnées , x par 
exemple : on a ainsi 

V dx 
d'ailleurs 

on a donc 




di 

I dx V 

V ds dx 



)=»• 



Intégrant par parties le terme affecté de la double carac- 
téristique d d , puis égalant à zéro le coefficient de cJ a: sous 
le signe /, on a 



ou 



ou enfin 



V ,1 dx 

ds-- rf-_=o, 

ax V ds 



ds du ' . ^ dx du 

%>* dx u ds ds «'■- ' 



dx 

-, ds du \ dx 

ds \ u f-— . / — du-y-=o. 

as dx / ds 

Cest l'équation (5). , c. q. f. d 
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CHAPITRE VI. 



DE LA COURBE SYNCHRONE. THÉORÈMES SUR LES 

BRACHISTOCHRONES. 



1 . On suppose une série de cycloïdes A m , A/zi', . . . , si- 
tuées dans un plan vertical^ issues d'un même point A, 
et ayant leurs bases sur une même horizontale Kx (fig. ^3 ) 5 
on propose de déterminer le lieu des points m , m', . . . , tels 
que tes arcs de cycloïdes ^ Am, A m',... soient parcourus 
dans le même temps par un point matériel pesant , parti 
de Ksans vitesse initiale^ et assujetti à décrire successii^ement 
ces di\f erses courbes. 

Ce lieu géométrique a reçu le nom de courbe synchrone . 

Désignons par i / — le temps nécessaire pour paitîourir 

les arcs de cycloïdes Am^Am'j... -, h sera l'espace vertical 
que décrirait dans le même temps un mobile en chute libre^ 
prenons sur la verticale Ay une longueur AB = A , B sera 
le point de la courbe synchrone correspondant à une cy- 
cloïde dont le cercle générateur serait infini. Soient OS = a 
.le rayon du cercle générateur de la cycloïde Am^x et ries 
coordonnées du point m, rapportées aux axes Ax et Ay 5 
on aura 



x-=. a^ arc cos 



I ih ^ I a 



a — y 
arc cos 



ou réduisant, 

(,) arccos (1^) = y/^, 

V ?^ ) X =z sj 7.ah — sj 'i-ay — y"^ . 
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L'élimina lion de a entre ces deux équations fournira 
l'équation du lieu cherché. 

On peut le construire par points de la manière suivante : 
si Ton mène du point m au cercle I/zS, Thorizontale mn, 
on a 

arc \n:=z a. arc ces » 

a 

et , en vertu de Téquation (i) . 



arcl/i= v^ ^ah = ^IS.AB. 

Ainsi, en prenant un arc In, dont la longueur soit 
moyenne proportionnelle entre AB et IS^ puis, menant par 
le point n une horizontale, le point m où cette droite cou- 
pera la cycloïde A/» S, appartiendra au lieu cherché. En 
faisant varier le diamètre IS , on construira autant de points 
que l'on voudra. 

Sans éliminer a entre les équations (i) et (a), nous al- 
lons démontrer la principale propriété de la courbe syn- 
chrone 5 c'est quelle coupe à angle droit toutes les cycloides . 

DifTérentions l'équation (2) en y regardant a comme une 
fonction dej^ déterminée par l'équation (i); il vient 

etFéquation (i) donne 



VV ^« yliay—x^J ^T 



a 



^ 7,ay-^y^ 



da 
Eliminant -T-î on a 
dy 



dx y — 2a ^ I la — y 

dy yj ^ay— y 



dy 

ou -r- 

dx ▼ 2 fl — y 



a I la 

▼ la — Y 



y 
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Tel est le coefficient angulaire de la tangente à la syn- 
chrone. 

Or l'équation différentielle de la cycloïde correspondante 
au même rayon a , est 



Le produit de ces deux coefficients différentiels est égal 
à — I , ce qui démontre la proposition énoncée. 

2. Parmi toutes les cycloïdes qui ont une même ori- 
gine A, etieurs bases sur une même horizontale, déterminer 
celle quun corps pesant, parti de A sans vitesse initiale, 
doit suiv^re pour atteindre, dans le moindre temps possible ^ 
une ligne donnée BC ^ droite ou courbe (fig. y^). 

Il est aisé de reconnaître que la cycloïde cherchée doit 
couper à angle droit la ligne BC. En effet, s'il en était au- 
trement, et qu'elle eût la position de la cycloïde A m' qui 
coupe BC sous un angle aigu Tm'm, la synchrone qui 
passe par le point m', et qui coupe à angle droit la cycloïde 
'Am', étant prolongée au delà de m\ passerait dans Pangle 
obtus mm'T' ^ et conséquemment elle irait couper la cy- 
cloïde Aw, orthogonale à BC , en un point I situé au delà 
de m par rapport à l'origine; Tare A m moindre que AT. 
serait parcouru dans un temps moindre que ce dernier, et 
par suite, dans un temps moindre que A m', ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Au reste, cette proposition n'est qu'un cas particulier 
de ce théorème connu : la bracliistochrone coupe à angle 
droit la courbe d^anwée. 

Supposons que la ligne BC soit droite 5 mB étant nor- 
male à la cycloïde cherchée Am, B sera le point de contact 
du cercle générateur dans la position correspondante au 
point ni , en sorte que l'on aura 

AB -- arc B w. 

20 



— ? 



3o6 TaOISIJLME PARTIE. 

Donc , si l'on décrit un cercle auxiliaire Bfjia qui louche en 
B la droite AB, la proportion 

arcBfA : AB :: Bff : BS 

fera connaître le diamètre BS du cercle générateur de la 
cycloïde cherchée. 

Dans le cas particulier où la droite BC sera verticale , le 
point m où elle sera rencontrée par la cycloïde sera le som- 
met de celle-ci , et la circonférence du cercle générateur 
sera double de AB. 

Analjtiquement ^ si Ton désigne par m le coefficient an- 
gulaire de la droite BC, et par ^ la longueur AB, on aura , 
pour déterminer la cycloïde et le point d'incidence m , les 
deux équations 

V 2Û - 

i 

X d\ 

I — — = cos-« 
a a \ 

Quand m = co, onaj^=2a, et, par suite , d= na. Le 
point m est alors au sommet S de la cycloïde. 

(Cette question avait été proposée par Jacques Bemoulli 
à son frère Jean, avec promesse d'un prix de cinquante écus : 
Actes de Leipsig, 1697.) 

3. La question précédente est comprise comme cas par- 
ticulier dans une proposition qui sera énoncée plus bas, 
après que nous aurons généralisé la notion des courbes 
brachistochrones . 

Nous considérerons un point matériel assujetti à se mou- 
voir sur une surface donnée dont l'équation est 

¥{x, j, z) = o, 

et sollicité par nne force dont les composantes satisfont à 
la condition 

yi^da: -f- Ydfj 4- Zdz =z d,<f [xy j, 3). 
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La brachistochrone est Ja courbe que ce mobile doit 
suivre pour aller d'un point de la surface à un autre dans 
un temps plus court qu'en suivant toute autre courbe voi- 
sine située sur cette surface. 

La méthode des variations , appliquée comme on Ta fait 
dans la question précédente , fournira pour les équations de 
la brachistocbrone, 
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Cela posé , voici la proposition de BernouUi généralisée : 
si l'on suppose une série de bracbistochrones issues d'un 
même point A et situées sur une surface donnée, le lieu 
des points M , M' tels , que les arcs AM , AM' soient par- 
courus dans le même temps par lin mobile animé d'une 
même vitesse initiale, est une courbe qui coupe à angle droit 
chaque brachistocbrone. 

(Le lecteur pourra consulter, pour la démonstration de 
ce théorème et des suivants, une Thèse de M. Roger insérée 
dans le tome XIII du Journal de Matliéniatiques de 
M. LiouviUe.) 

4. Nous terminerons ce chapitre en énonçant quelques 
autres propositions faciles à démontrer sur les brachisto- 
chrones. 

1°. Soient Xo , j^^ z^ les coordonnées du point de départ 
du mobile où la vitesse if sera supposée nulle; on aura, 
pour un point quelconque x, y, 2 , 

20. 
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Cela posé , la brachistoclirooe coupera à angle droite au 
point de départ, la courbe d'intersection des deux sur- 
faces 

F(a:,j, z) = o, 

(f = Oy OU <f(x,jr,z) = COTiSt. 

La surface [tp (x^y^ z) = const.] pour tous les points de 
laquelle p* a la même valeur, est dite surface de nii^eau. Par 
chaque point de la surface [F (x, j^, z) = o] , il passe une 
surface de niveau, et l'intersection des deux surfaces est 
dite courbe de nweau^ la proposition précédente peut donc 
s'énoncer ainsi : 

Au point de départ, et plus généralement aux points 
de la trajectoire où la vitesse du mobile se trouvera nulle y 
la brachistochrone coupera à angle droit la courbe de 
niveau correspondante, 

7?, Si la surface [F(j:,j^,z) = o] se confond avec une 
surface de niveau [(p [x^y^ z) = const.], la brachistochrone 
se réduira à la ligne la plus courte qu'on puisse tracer sur 
la surface du point de départ au point d'arrivée, dite ligne 
géodésique. 

3^. La surface [F (a:,j^, z) = o] restant quelconque, si 
le mobile lancé avec une vitesse initiale n'est soumis à l'ac- 
tion d'aucune force , la brachistochrone se réduira encore 
à la ligne géodésique. 
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CHAPITRE VIL 

SUR LE MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL P^ANT ASSUJETTI 
A DÉCRIRE UNE COURBE DONNÉE DANS UN MILIEU RÉSISTANT. 
— DIVERS CAS DE TAUTOCHRONISME. 



1 . Un point matériel pesant se meut dans un milieu 
dont la résistance R est supposée proportionnelle au carré 
de la vitesse s^^ 

ce point est en outre assujetti à décrire dans un plan 
vertical la courbe définie par V équation 

(i) ax = C** — ns — I 

(dans laquelle s désigne l'arc compté à partir du point le 
plus bas , X l'abscisse de l'extrémité de cet arc rapportée à 
un axe vertical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, a 
un paramètre constant). 

On propose de déterminer les lois du mous^ement. 

Soit A le point le plus bas de la courbe (fig> 75), et sup- 
posons que le mobile descende de B vers A ; la force tangen- 
tielle au point m ayant pour expression 

l'équation du mouvement est 

d^s dx ds^ 



df ^ ds df 



On tire de l'équation (i) 



dx n (e"' — i) 
ds a 
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valeur qu'il faut substituer dans l'équation précédente; il 

vient 

d^s ne , ^ ds^ 

dt^ a ^ ' dt^ 

Pour intégra, on change de variable indépendante en 

posant 

ds -, d^s udu 

— = ££, d où -—-=■——? 
dt di^ ds 

et l'on est conduit à une équation linéaire du premier ordre 
dont rintégrale est 

Nous supposerons , pour déterminer la constante c , que 
le mobile part du point B sans vitesse initiale. Soit a la 
longueur de l'arc AB ; on aura , pour 5 = a , 

a = o, d'où c = ?(^-^"«--2e-"«); 
et substituant cette valeur, il vient 



ou 

d^^S_ 
df a 



^ = ^^-^[(^— -,)»-(^-— -i)^]. 



Cette équation donnera la vitesse du mobile en chaque 
point de la trajectoire , quand on connaîtra la valeur de 
l'arc s en ce point. 

On obtient ensuite t en fonction de s par une quadrature; 
à cet effet , on tire de l'équation précédente la valeur de dt. 
Si l'on pose 

<?-'"— I=z, ^-"«— I =«a, 



il vient 

ndt 



fa — dz 
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nt 



i/^ = arccos— 1 ou z =z z^cosnii/-', 
\ a z^ «Vu 



et remplaçant z , Za. par leurs valeurs , on a 

I — e-'»^ =r (l — ^ -" « ) COS /2r i/^ , 

OU enfin 

(2) j = — -l I — (i — e ■""'*) cos/i^i/-|. 

Pour avoir le temps T que met le mobile à descendre de 
B en A , il faut faire dans l'une ou l'autre des deux dernières 
formules , 5 = o , d'où 



TT /a 



Cette valeur est indépendante de <x. Ainsi, quelle que soit 
la hauteur du point de départ ^ le mobile arrivera tou- 
jours dans le même temps au point le plus bas de sa tra- 
jectoire. La courbe que représente l'équation (i) est donc 
tautochrone f pour le milieu résistant dont il s'agit. 

Actuellement, de l'équation (2) on tire aisément la vi- 
tesse lu = — — 1 en fonction du temps*, il vient 



- (i — e-"«)sin/2M A 

g V « 



v^- 



— (i — e-"«)cos/î^i/^ 

Au point A , P = (1 — e-"'^) i/^. 

Nous ne nous arrêterons pas à la discussion de la for- 
mule précédente, non plus qu'à l'examen du cas où la va- 
leur de a est supposée assez petite pour qu'on puisse négli- 
ger son carré. 
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2. ha même trajectoire étant donnée, proposons -nous 
de déterminer les lois du moux^ement ^ en supposant que 
la résistance du milieu soit en partie proportionnelle à la 
première puissance de la vitesse , et en partie proportion- 
nelle à son carré. 

Soit donc 

R = mv -\- nu^. 

Bien que la loi de la résistance soit changée , il est re- 
marquable, ainsi qu'on va le voir, que l^introduction du 
terme mi^ dans F expression de R, n'altère pas le tauto- 
chronisme. 

L'équation du mouvement est 



d"^ s dx * ds ds 



2 



g — — \- m -~ n — — = o, 



? on a 



dt^ ^ ds dt dt^ 

(ds\ . ,, , dx n(è^ — i) 
t^ = — — j ; et , SI 1 on remplace — par — ^ - 

d^ s ne , , ds ds^ 

— [- -^ (e"' — i) -h m — — n-—=zo, 

dt"" a ^ ' dt df 

Le simple changement de variable, employé dans le pro- 
blème précédent, ne suffirait plus ici pour intégrer l'é- 
quation. 

Posons , avec Eulcr, 



'^' 

-=^.-_,)«, 



d'or 



ou 



d'^ s , . udu 

-— = (6?"* — ,1)2 j_ nf,ns (^«i __ I ) J,;. . 

substituant ces valeurs dans Téquation différentielle, et 
supprimant le facteur commun e"' — i, on trouve 

, u du ns 

i ^'" _ i] . _| £. _|_ fjui -+- nu- =: G : 

ds a 
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les variables se séparent immédiatement. Posons, pour 



ds udu 



abréger, — = X; nous aurons 



e^ — I \-\- mu -h nu^ 

Or, 

J f>ns_^ J j_g-ns „ \ n 

et 



du 



, = — Xn-^mu-^-nu") / -— 

k-^-mu-^-nu^ 2/2 ' in J \-\-mu-^nu^ 

r ^ s'exprimera par la méthode or- 
dinaire, au moyen d'un arc tangente ou d'un logarithme , 
selon que les racines de l'équation \-\-mu-\-nu^ =10 seront 
imaginaires ou réelles. 

On a d'ailleurs 

ds 

dt z= — , 

{e'" — i)u 

donc 

— du 



de = 



A -+- mu -f- nu^ 

Ainsi , le temps nécessaire au mobile pour décrire un arc de 

/» 
> -h mu -+- nu^ 
Au point de départ, 

A* = a et — = G , a OU w = o. 
dt 

Au point le plus bas , 

Soit donc T le temps que met le mobile à descendre de R 
en A \ on aura 






— du 



A -f- ww-f- riu^ 
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Ce temps est évidemment indépendant de a ; ainsi , la courbe 
est encore tautochrone. 

En intégrant par arc tangente , ce qui suppose 

4X/i — w' ^ o, 
on trouve 

T = /.. I arctang - - . 

v4^'» — 'w' \ v4^'' — "^ J 

L'équation (i) ne renfermant pas le coefficient w, il eu 
résulte que la courbe tautochrone restera la même, quelle 
que soit la partie de la résistance du milieu proportionnelle 
à la première puissance de la vitesse. Mais le temps de la 
descente est modifié par ce coefficient. 

3. Cette propriété du tautochronisme a été établie, d'une 
manière générale , par Lagrange (*). 

Cet illustre géomètre a donné , pour expression générale 
de la force tangentielle F sur une courbe tautochrone , 



-ï["(i)-ï} 



Vf désigne la vitesse du mobile , | une fonction quelconque 
de Tare 5, et 17 ( - ) une fonction quelconque du rapport -• 

En disposant convenablement des deux fonctions arbi- 
traires I et cy, on peut vérifier que cette formule reproduit 
bien la composante tangentielle de la force qui sollicite le 
mobile dans le problème précédent. 

En effet , prenons 

et 



( *) Mémoires de rAcadcmio de Berlin, années 1765 et 1770. 



ax =z e"" — n ( i — - \ s — i ; 
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il vient 

F = -- ^..-^m^-{-n\[\ — e"*) 1 = Ç — wp — /îp% 
OU 

4. Enfin, supposons la résistance du milieu compli- 
quée d'un troisième terme constant k, en sorte que son 
expression devienne 

et qu^en même temps on modifie l'équation de la trajec- 
toire en y introduisant un terme dépendant de /r, savoir, 

Cette nouvelle courbe sera encore tautoclirone. 
En effet, on voit de suite , par l'expression de — ? 

dx n ( k\ 

que les termes où entre k disparaissent d'eux-mêmes de 
l'équation différentielle du mouvement , et Ton a , comme 
dans le cas précédent , 

d^s ^ , . ds ds^ 

dt^ ^ ' dt dt^ , 

Ainsi , les mêmes calculs sont applicables , et les consé^ 
quences relatives au tautochronisme subsistent; seulement, 
il faut remarquer que la tangente au point A n'est plus ho-^ 
rizontale; car 

Pour 5 = o, on a — - = -. 

ds g 

Cette valeur du cosinus de l'angle que fait la tangente en A 
avec la verticale exige que la constante h soit plus petite 
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que g. Cette condition est, en eflet, toujours remplie dans 
la nature par la résistance des milieux, laquelle est une 
force beaucoup plus petite que la pesanteur. 

La valeur du temps T nécessaire au mobile pour aller 
de B en A sera encore donnée par la formule 



=x 



00 



— du 



-h mu -+• nu^ 



elle ne dépend pas de la constante A : ainsi le temps ne sera 
affecté que par les parties de la résistance du milieu qui 
sont proportionnelles à la première et à la seconde puissance 
de P'. Ces particularités ont été signalées pour la première 
fois par Euler. 



EXERCICES DE MÉCANIQUE. iiy 



LIVRE TROISIEME. 

SDR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DEFIGURE INVARIABLE. 



CHAPITRE PREMIER. 

MOUVEMENT DE DEUX MASSES ATTACHÉES AUX EXTRÉMITÉS 
d'une verge inflexible qui PEUT GLISSER ET TOURNER 
DANS UN PLAN. 



Deux points de masses m, m' sont, attachés aux extré- 
mités d'une droite sans masse A A' (fig. 76) qui peut glisser 
sur un plan horizontal à trai^ers un anneau, mobile lui- 
même autour de son centre qui est jixé sur le plan. On 
propose de déterminer le mouv^ement du système. 

La verge étant en repos dans la position AA', et les points 
7/1 et m' étant à des distances données de l'anneau O, on met 
la verge en mouvement en imprimant à la masse m, située 
en A, une percussion horizontale perpendiculaire à A A'. 

Soient OA = ro, OA' = r^ , Om = r,Om'=r', /la lon- 
gueur de la verge ; on a 

Le problème sera résolu quand on connaîtra les valeurs 
du rayon vecteur /' et de l'angle mOA =z en fonction du 
temps . 

Soient (x, y), [x\ y') les coordonnées rectangulaires 
de m et in' rapportées aux axes OAo:, O y ; »^, \^' les vitesses 
de ces deux points au bout du temps t. 

Le principe des forces vives et celui des aires fournissent 
imniédiatemeul deux intégrales premières d(;s équations du 



3l8 TROISIÈME PARTIE. 

mouvement 

wp'-h mV* =r A, 

m {xdjr — ydx) -4- m' i^x'dy' — y'dx') = Bcf/, 

A et B étant des constantes arbitraires. 

Il convient d'y introduire les coordonnées polaires 5 on a 



dr^ -4- r'^G» , dr" + r'^^0' 



c^rr , p" 



, (£/r'= — £/r), 



m 



dt^ dO 

xdy — ydxzzz r'dB, x'dy' — y'dx* ^= r'^dQ. 

Ces valeurs , substituées dans les équations précédentes, 
donnent 

(i) (m-^m') — ^ (mr' -+- m'r'^)— = A, 

' ^ ^ ^ dt 

Déterminons les constantes A et B : 
Si la vitesse initiale Vç^ de la masse m est donnée immé- 

diatement , on en conclut la vitesse de /iz', v\ = •^— ^ 9 et, par 
suite, 

dr\ __ /^\ __vj 

dt)^^ ' \dt)a~^ro^ 

La détermination des constantes n^est plus aussi simple 
si , au lieu de donner la vitesse initiale Uq ? on fait connaître 
seulement la percussion P imprimée perpendiculairement 
à la tige. 

Le principe de d'Alembert appliqué aux percussions 
fournit alors l'équation 

dans laquelle on doit remplacer dx^ dy^ dx\ dy\ âx^ ôjy 
àx'^ ây par leurs valeurs en r et 6 tirées des relations 

ix = rcOsB. |.r' = — r'cosÔ, , 

I r = r sin , | y' = — r' sin 0, 



j 
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puis on égalera à zéro les coefficients des variations indé- 
pendantes âr, dd. On trouvera ainsi 






et , par suite , 



de mrl-\-m'r[''' 






Actuellement, si l'on élimine — entre les équations (i) 
et (2) et qu'on remplace A et B par leurs valeurs, il vient 



(3) s^m'\-m 



■4;=-V 



TwrJ -h /wV^ * mr^ -i- m' r'^ 



Cette équation fait connaître le mouvement de glissement 
de la verge à travers l'anneau. On a ensuite, pour déter- 
miner la rotation autour du centre O, l'équation (2) ou 

En divisant ces deux équations l'une par l'autre , on éli- 
mine dt et l'on a l'équation diflerentielle de la trajectoire 
du point m. Comme la variable n'y entre que par sa diffé- 
rentielle, le problème est ramené aux quadratures. Il est à 
remarquer que l'équation de la trajectoire ne dépendra pas 
de la percussion, puisque le facteur P disparaît de lui- 
même. 

On simplifiera les formules précédentes par la considéra- 
tion du centre de gravité du système. Soient R la distance de 
ce centre à l'origine au tout du temps it , Ro sa distance ini- 
tiale , M la somme des masses m -t- m', MK* le moment 
d'inertie du système par rapport à un axe perpendiculaire 
à la verge et passant par le centre de gravité ; on a 

mf" + wV' = M (R=^ -h K^); d'ailleurs ^ == — . 

^ " dt dt 
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Les équations (3) et (4) se transforment dans les sui- 
vantes : 

^^) ^'- — p;^^ — V R^-::rRy^^' 

, ^R 

Cette dernière est l'équation différentielle de la trajec- 
toire décrite par le centre de gravité. 

Pour que — soit réel, il faut que R surpasse Ro; ainsi, 

à partir de l'instant où le mouvement commence, R va en 
croissant, et la verge glisse dans l'anneau du côté où se 
trouve déjà le centre de gravité. Celui-ci s'éloigne de plus 

en plus de l'origine, car — ne saurait s'annuler pour une 

valeur de R supérieure à Rq 5 en même temps , la vitesse de 

dQ 
rotation décroît de plus en plus, car — diminue quand R 

ce w 

augmente. 

Les différentielles (5) et (6) ne sont pas intégrables -, on 
les transforme aisément en fonctions elliptiques de première 
et de troisième espèce, en posant 

„ R, K^ 

R — et r^ • 

^""coS(p Rî + K^-"^' 

il vient 

dff 



dQ = 



y I — c' sin^ 9 



P/'oLV'^* — c'sin^ <p (1 — sin^<p) y/i — c^sin'^J 

On pourra ainsi calculer les valeurs numériques de (5 et 
de t correspondantes à des valeurs données de R, au moyen 
des Tables de Lcgendre. 

Si, à 1 origine du mouvement, le centre de gravité du 
système coïncidait avec le point fixe O. on aurait Rq = o. 
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et Téquatiou (6) deviendrait 



d^ = -> 



R v^R' 4- K' 



dont l'intégrale est 



R V R' ' 



c désignant la constante arbitraire. 

. Mais pour ô = o, on doit avoir R = o ^ donc c = oo , et , 

par suite , on aura constamment 

R = o. 

Ainsi , dans ce cas , le centre de gravité du système de- 
meure immobile^ la tige ne glisse pas dans l'anneau, et 
chacune des masses m, m/ décrit un cercle. Ce mouve- 
ment circulaire est d'ailleurs uniforme, car -7- a une valeur 

' dt 

Pr 
constante ^,. 

On pouvait prévoir ces derniers résultats : en effet, la 

dr 
valeur initiale de — étant nulle, il est évident que, dans 

le premier instant dt^ la tige va tourner sans glisser autour 
du centre O 5 les deux points m , m' commencent donc à 
décrire deux arcs de cercle; mais les forces centrifuges qui 
résultent de ces mouvements (/wrc*)*, mVû)*) sont égales, 
puisque , le centre de gravité étant à l'origine , on a 
mr =m^ r' \ et comme ces forces agissent en sens contraire 
dans la direction de la tige, elles se détruisent. Donc, pen- 
dant l'instant suivant rff , le mouvement continuera sur les 
mêmes cercles et avec la même vitesse angulaire. 

Il n'en est plus ainsi quand le centre de gravité est à droite 
ou à gauche de l'origine \ la tige glisse en même temps qu'elle 
tourne , du côté où /wr est le plus grand, c'est-à-dire du côté 
de l'anneau où se trouve déjà le rentre de gravité. 



21 
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CHAPITRE II. 

SUR LE CHOC DE DEUX CORPS SPHÉRIQUES. 



1 . Une sphère S , parfaitement élastique et homogène, 
est posée sur un plan horizontal , à une distance donnée 
AB d'un plan vertical inébranlable MN également doué 
d'une élasticité parfaite (fig. yy). Cette sphère y en repos, 
est choquée par une autre sphère S', dont le centre est 
animé d'une vitesse V dans le sens AB, et , après s'être ré- 
Jléchie contre le plan MN , elle vient de nous^eau rencon- 
trer la sphère S' en un point déterminé O de la droite 
AB. On propose d'assigner la relation qui existe entre 
les rayons des deux sphères et les distances AB, OB. 

Soient R le rayon de la sphère S , R' celui de S' ^ AB =: a , 
OB = b. Les masses des deux sphères peuvent être repré- 
sentées par les cubes de leurs rayons^ et il résulte de la 
théorie du choc des corps sphériques élastiques, que les 
vitesses des deux sphères S', S , après la première rencontre, 
seront respectivement 

R^ 4- R'^ ' R^ -h R'^ 

Pour qu'elles soient de même sens , le rayon R' devra 
surpasser R. 

Ensuite la sphère S va parcourir l'espace AB -h OB — DA 
ou a-\- b — 2 R , pendant que S' parcourra l'espace DO ou 
a — è H- 'i R ^ on aura donc la proportion 

R'3 1^3 2 R'^ 

d'où 

(R'^ — R-^j (rt-h^— 2R) r= 2R'^(rt~ é -f-2R). 
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Cette relation est indépendante de la vitesse \'. Pour la 
simplifier, posons 

a! désigne la distance A' B. analogue à AB , et Ton a 

(i) (k'^ 4- R^) « = (3 R'=» — K')a\ 

Trois des quatre quantités a , a', R , R', étant données , 
on pourra déterminer la quatrième. 
Soient donnés « , R, R'5 on tire 

R^^ 4- R ^ 
3 R'^ — R2 



a' =: tr-zrr: irr «. 



A mesure que R' augmente, a' diminue , et pour R' = 00 , 

on aurait a' =r= w. Ainsi , après la seconde rencontre , le 

point A de la sphère choquée (diamétralement opposé à 
celui où le choc a lieu) est toujours distant du plan de ré- 
• flexion MN, d'une quantité plus grande que le tiers de sa 
distance primitive à ce plan, et il se rapproche indéfini- 
ment de cette limite , si Ton suppose que le rayon de la 
sphère choquante aille en croissant jusqu'à l'infini. 

On trouve pour les vitesses respectives des sphères S', S, 
après le second choc, 

(R^^ — R^)'~!îtR^R^> 4R^3(R/3_R3) 

(R^H-R'^j^» ' (R^'4-R'^^j^ ^' 

pour que la première soit positive, c'est-à-dire pour que la 
sphère choquante continue à se mouvoir dans le sens AB, 
il faut que l'on ait 



R'>RV^: 



2+ s/3, 

et, dans ce cas, on calculera aisément, comme ci-dessus, 
la position du point où aura lieu le troisième choc, et ainsi 
de suite. 

2. Deux sphères élastiques et homogènes S , S' ( fig. 78) 

2 1 . 
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ont leurs centres sur une même verticale ^ on les laisse 
tomber en même temps ^ sans leur imprimer de vitesses y 
en sorte que la sphère inférieure S\ atteignant la première 
un plan horizontal fioQe MN également doué d* une élasti- 
cité parfaite, est réfléchie vers la sphère supérieure et la 
choque en un certain point O 5 puis , les deux sphères con- 
tinuant à se mouvoir, une seconde réflexion de S' a lieu 
sur le plan , suiv^ie d'un second choc des deux sphères en 
un point O', etc. 

On propose d 'assigner les relations qui existent entre les 
rayons des sphères , leurs distances initiales au plan MN, 
et les distances des points oit elles se choquent à ce plan^ 
les vitesses des deux corps après le choc, etc. 

Pour simplifier les formules, nous rapporterons les dis- 
tances, non au plan MN, mais à un plan parallèle M'N', 
(listant du premier d'une quantité DC égale au diamètre de 
la sphère S'. Soient donc OD = x , AD = a , A' D = a'. 

La sphère S descend de A en O dans le temps \/ -( « — ^ ) . 
La sphère S' parcourt d'abord l'espace A'D dans le temps 



V/V 



-û'; puis elle remonte de D en O dans un temps égal à 
la différence entre les temps qu'elle mettrait à tomber de 



) 



A' en D et de A' en O , c'est-à-dire i/- «' — i/- (a ' — 

Le temps total nécessaire à la sphère S' pour accomplir 
son mouvement est donc 

Par suite, on aura l'équation 

d'où 

-'- 7^' ' 
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valeur facile à construire par* quatrième proportionnelle. 
On peut encore écrire 

16 û' ' 



X 



en désignant par ft la distance initiale AA' des deux sphères. 
Deux des trois quailtités a (on b) ^ a' et x étant données , 
on saura trouver la troisième. Par exemple, si l'on deman- 
dait la longueur d'un fil A A' à l'aide duquel la sphère S' 
serait suspendue au-dessous de. S, de sorte que ce fil étant 
rompu , le choc des deux sphères après réflexion eût lieu en 
un point donné O , on tirerait de l'équation précédente , ou 
mieux de l'équation ( 2) , après unje élévation au carré , 

AA' ou a — û' = 4[^7'— v/«'{/i'— a;)] = 4(A'D— A'H)=4.DR. 

Le calcul dès vitesses des deux sphères , avant et après le 
choc 5 n'offre aucune difficulté ^ nous ne nous y arrêterons 
pas. 

3. Une sphère élastique S ( fig. 79) est tombée d'une 
certaine hauteur sur un plan horizontal élastique et iné- 
branlable MN, ety au moment oit elle se réfléchit verlicale- 
ment de A vers z , une autre sphère S' commence à tomber 
dans la même verticale, à partir d*un point donné B, 
et les deux sphères se choquent en un point O , dans des 
conditions telles, qu^ après le choc elles reprennent des vi- 
tesses respectivement égales^ mais de sens contraire à celles 
quelles avaient avant le choc, et que la sphère S renuonte 
à son point de dépatt B dans un temps précisément égal à 
celui que la sphère S emploie à atteindre de nouveau le 
plan. Les deux sphères parvenues en A e£ B se retrouvent 
ainsidans les mêmes circonstances quau commencement, et 
par suite elles reviennent de nouveau se choquer en O^ et 
ainsi de suite indéfiniment. On propose d* assigner les rela- 
tions qui existent, par suite des conditions du problème , 
entre les rayons des. deux sphères, la hauteur initiale de 
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chute de la sphère S , la hauteur de chute de la sphère S' 
et la hauteur du point de rencontre. 

Soient R, R' les rayons des sphères S, S'\ prenons 
AC = 2R', et rapportons les distances au plan M'CN' pa- 
rallèle à MN ; soient BC = a , OC = i. 

La sphère S', parvenue en O, aura , avant le choc, une 
vitesse 

V = slig{a-^b); 

la sphère S, ayant remonté de C en O , aura , avant le choc , 
une vitesse négative 

y désignant la hauteur initiale de chute de cette sphère , 
c'est-à-dire la hauteur à laquelle elle s'élèverait jusqu'à ce 
que sa vitesse fût réduite à zéro , si la sphère S' ne s'y oppo- 
sait pas. 

Après le choc , les deux sphères doivent , pour satisfaire 
à renoncé, posséder des vitesses respectivement égales à 
celles qu'elles avaient auparavant, mais dirigées en sens 
contraire. Or, la théorie du choc de deux corps élastiques 
dont les masses sont m , ni\ et les vitesses V, V, donne, pour 
les vitesses après le choc , 

2(,wV-f-/w'V') ,. 2(wV4-/w'V') ^^, 
m -\' m' ' m -^ m' ' 

pour que ces vitesses se réduisent respectivement à — V, 
— V, il faut que les quantités de mouvement wV, m'V 
vsoicnt égales et contraires. Par conséquent, on aura, en ob- 
servant que les masses sont entre elles comme les cubes des 
rayons , 

R' six — b = R'3 ^a-'à. 
De plus, le temps que met la sphère S' pour descendre de B 

en O étaïit \/ ~(^ — &)? ^t le temps qu'emploie S pour re- 
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monter de C en O étant \/ -J — y - {j — ^)i 



on aura 



y/a -^b^z^/x — ^X-^b, 

Ces deux équations feront connaître j^ et i, len fonction 
de fl, R, R', Soit ( — i = w^ la première donne 

j— 6 = /i»(^i — fc), 
et , substituant dans la seconde , on a 

^a — b = ^b-h n^(a — b) — n^a — b, 
d'où (i ^ny{a—b) = b^n'{a — b)y 



et 



enfî 



m 



, a{i -j- un) 

Z=Z --5 

2(1 +/ï) 



J= 1 



11 ne faut pas oublier que tous ces résultats supposent 
une élasticité parfaite, qui n'a pas lieu rigoureusement 
dans la nature. 
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CHAPITRE III. 



î 



SUJl LE MOUVEMEKT D UNE TIGE PESANTE 



1 . Déterminer le mouv^ement d'une tige pesante y ho- 
mogène et d'une épaisseur constante, dont les extrémités 
s^ appuient sur deux droites fixes y Vune verticale. Vautre 
horizontale, (On n'a pas égard au frottement.) 

Le système étant à liaisons complètes y il suffira de re- 
courir au principe des forces vives, qui fournira une équa- 
tion différentielle du jpremier ordre, propre à déterminer 
l'unique inconnue du problème, savoir, Tangle variable 
que fait la tige avec la verticale. Soient AB(^g. 80) ladirec- 
tion de la tige au bout du temps t^ 6 l'angle qu'elle fait avec 
la verticale Oy, M sa masse, / sa longueur, p» la vitesse de 
l'un de ses points dont la masse est m, et dont les coordon- 
nées rapportées aux deux droites fixes sont désignées par x 
etj^, r la distance Am^y^ l'ordonnée du centre de gravité G^ 
on a 

/ 
ou, comme ^, = - cos Q , 

2 wc' = c — ^M / cos Ô ; 
c estunecoQstante arbitraire. On a d'ailleurs 

J7 = r sin 9, y = (^l — r) cos 0, 



^ ~^ dr^ ~ 7P ' 

donc 

— 2w[r' + (/=— 2//)sin^0]=rf— ^M/cosÔ, 
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Si 1 Oïl suppose la barre homogène et, d'épaisseur con- 
stante, celte équation se simplifie notablement, parce que 
le terme en sin* 6 disparait du premier membre. La masse m 
de chaque élément peut alors être représentée par sa lon- 
gueur dr^ et la masse M par /^ on a 



sm 



L'équation du mouvement se réduit donc à 

■^ -r— = ^ S ces 0. 

Z dr ^ 

Pour déterminer la constante c, supposons qu'à l'origine 
du mouvement, la tige inclinée d'un angle a ait reçu une 

dB 
percussion à laquelle corresponde une valeur e de -7- : on 

aura 

/ 
c = 15 e' -f- ^ ces a , 

et, par suite, 

-r-r= e H T (cOSa — COSÔ). 

dt^ l ^ ' 

Cette équation coïncide avec celle qui déterminerait les os- 
cillations d'un pendule simple de longueur ^/, primiti- 
vement écarté de la verticale d'un angle a et animé d'une 
vitesse angulaire e, en supposant de plus que la pesan- 
teur agît de bas en haut, daijs le sens Oj. 

Ainsi "donc, si l'on suspendait au point O un semblable 
pendule Om', les positions successives qu'il prendrait -dans 
le plaii y' Ox^ seraient à chaque instant parallèles à celles 
que prend la tige dans son mouvement. 




à. 
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Nous avons considéré comme connue la valeur initiale £ 
de — : si Ton ne donne que Tintensité P de la percussion 

appliquée en un point déterminé I de la barre (fig* 8 1 ) , 
on devra calculer e de la manière suivante : 

Le principe de d'Alembert, appliqué aux forces instan- 
tanées, fournit Téquation j 

Xo, Yo désignant les composantes de la percussion, et a:©, 7© 
les coordonnées de son point d'application. Le terme sou- 
mis au signe \^ se rapporte à un point quelconque de la 

barre, à Torigine du temps. Soit AI = c; les liaisons du 
système s'expriment par les équations 

jTo := C sin a, Jq = ( / — c) ces a, 

X zrzi r sin a, / = ( / — r) COS a, 

d'où Ton tire les valeurs de c^Xq, cîj^o, àx^ dy^ en fonctioii 
de la variation (îa qui reste indépendante, 

Sxq = c ces a . Sa, 8x0 = — ( / — c ) sin a . ^a, 
8 a: = r cos a . Sa, 8jr = — ( / — r) sin a . 5a; 
on^a aussi, pour f = o, 

dx dy /, N 

— - = r cos a . g , -r- = — ( * — r J sin a . i, 

dt dt 

i désignant la valeur initiale de •--* 

dt 

Ces valeurs étant substituées dans Téquation ci-dessus , 

on devra égaler à zéro le coefficient de cJa, et Ton aura, 

toutes réductions faites, 

/• 
Xo c cos 3t — Y„ i / — V ; sin 7. = -^ £, 
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d'oii 



3 [Xo c cos a — Yo ( / — c ) sin a 1 

£ rz: — = .: i i. 

\ 

Le signe et la grandeur de e dcîpendent de la grandeur et 
de la direction de la percussion , et aussi de la position du 
point I. 

Pour qu'il n'y eût pas de .vitesse initiale produite, il fau- 
drait que Ton eut 

XoCCOSa = Yo(/ — cjsina, 
d'où 

Xo (/ — c)sina IC 

Yo ccosa ID 

Ainsi la direction de la percussion devrait passer pai- le 
sommet S du rectangle AOBS. Cett« condition est néces- 
saire et suffisante. 

2. Déterminer le moui^emeîit d'une tige pesante y libre 
de tourner dans l'espace autour d'un de ses points sup- 
posé fiXe, (Concours d'agrégation de i843. ) 

On prendra pour origine des coordonnées le point fixe O 
[fig- 82), et Taxe des z vertical dans le sens de la pesan- 
teur. Les variables qui déterminent la«position du système 
à chaque instant sont au nombre de deux, savoir : l'angle 
AO^ = Q que fait la baguette ABavecTaxe des-z , et l'angle 
A'Ojc =: tp, que sa projection horizontale fait avec Taxe 
des X, Soient M la masse de la baguette que nous ne suppo- 
sons pas homogénéisa la distance de son centre de gra- 
vité G au point O-, r le rayon vecteur Om d'un point quel- 
conque dont la masse est m ; r' la projection OP de /•. 

Les principes de la dynamique fournissent divers moyens 
d'obtenir entre et ^{/ les deux équations nécessaires à la 
solution du problème. 

•i'\ Prenons les équations delà dynamique sous la forme 
que loup a donnée Lagrango (voyez page 7 ). 
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Nous devrons d'abord calculer les deux fonctions T et V. 
V désigne la fonction des forces qui se réduit ici à 
Yijmgdz\ on a donc • 

V =: g^ 2 WZ = M flg^ ces Ô . 

Pour la fonction T , on trouve successivement [voyez 
page 8) , ^ 

T = 1 (6" + sin'9. ^") M (a' 4- K') ; 

< 

MK* désigne le moment d'inertie de la tige par rapport à 
un axe perpendiculaire à sa direction et passant par le 

centre de gravité: 0' et i' sont les dérivées — \ — . 

/ dt dt 

Cela posé, V équation des forces visses 

T — V = const. 
donne ' • 



2ff 



.«H 

a 

c étant une constante arbitraire. 

Il suffit donc d'associer à cette équation Tune des équa- 
tions ( 6) de la page 7. Comme T et V ne contiennent pas la 
variable tp, on choisira de préférence la suivante, 



dyj dj. dv . 



qui se réduit à 



di d-^ d-^ 



^(^■)_... 



p, 



A -''' 



" ou _-_. ~ (M)nst. , 

d 'h 
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OU bien , vu Tex pression de T , 

(2) sin'0.f = c', 

c étant une deuxième constante arbitraire. 

Les équations (i) et (2) résolvent la question. 

Si la tige pesante se réduisait à un point matériel distant 
du point O de la longueur /, les équations de son mouve- 
ment se déduiraient des deux précédentes , en y faisant 

«K= o et rt = /; 

l'équation (i) deviendrait 



2^ 



(3) ô" + sin'0. f * ^cosô = c. 

Quant à Féquation (2) , elle ne serait pas modifiée ; ov l'é- 
quation (3) coïncide avec (i) quand on ypose 

/ = a H 

a 

11 suit de laque la tige pesante se meut autour du point O 
comme le ferait un pendule simple^ dont la longueur se- 

rait [a-\ j 9 ^les circonstances initiales étant supposées 

les mêmes» . ^ 

Le problème est ainsi réduit aux formules du pendule 
conique. 

Avant d'aller plus loin, il ne sera pas inutile de nous ar- 
rêter un instant sur les autres procédés qu'on aurait pu 
suivre pour parvenir aux équations (i) et (2). 

-a" A l'équation des forces vives, mise sous la forme,(i), 
nous aurions pu associer V équation du principe de la con- 
servation des aires ^ qui a lîeu pour le plan horizontal 
seulement , 

^ m ( .r ^ — y -— ) = const , 
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OU 

> ///;' — — =r const. 

Et comme v == rsin0, celte intégrale première ne difl'ère 
pasde l'équation (2). Elle exprime que Taire décrite autour 
du point O pendant chaque instant fi?^par la projection ho- 
rizontale d'une partie quelconque Om de la tige, est 
constante. 

3°. Le mouvement de la tige serait complètement déter- 
miné , si l'on connaissait celui de l'un de ses points. Soit/ 
la distance à Torigine de ce point auquel nous conviendrons 
de rapporter tous les autres, et dont nous fixerons plus loin 
la position sur la lige mobile; désignons par Ç,^?,^ ses 
coordonnées : les coordonnées x ^ y ^ z d'un point quel- 
conque sont liées à ^ , y} , ^ par les équations 

•* = ^7' ^•="7' ' = '^f 

De plus , on a 

Si Ton substitue les valeurs de a?, > , >s dans l'éqnalioji 
que fournil le principe de d'Alembert , 






Z :=r u, 



il vient 

dt' ^^ de' \ dt' a' H- K ' / ■ .' 

à cette équation, il faut associer 

On en lij e , par la méthode ordinaire» des muitiplica- 
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leurs , 

— -f-A. = 0, 

La longueur / est arbitraire : si Ton pose 

* 

les trois équations précédentes coïncident avec les équa- 
tions bien connues du pendule conique. 

Ainsi ce procédé ^ très-différent des deux premiers, nous 
ramène à U même conclusion, à savoir que la tige se meut 

comme un pendule simple de longlieur a H • 

Poursuivons maintenant la recherche des principaux 
résultats renfermés dans les équations (i) et (2). 

On tire de ces équations les valeurs de dt eid^ en fonc- 
tion deô, 

sin 6 dB 



rft = 



v/(' 



-~ ces 01 sin'ô 



,^ = '''^'' 



in i/ ( r H- ^cos G j sin' — c'' 



sin 



Ces formules sont réductibles aux fonctions elliptiques , 
et ne peuvent couséquemment s'intégrer que par approxi- 
mation. Quand la tige sera homogène , on aura aisément 
la longueur du pendule simple correspondant. Si Ton sup-^ 
posait, par exemple, que le point fixe O fût Tune des 
extrémités de la tige, on trouverait, en désignant par L sa 
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longueur, 

L. 



K' ' frUlr 2 



a ah 3 

Ainsi, dans ce cas, la longueur du pendule simple serait 

- de celle de la tige. 

Les constantes c et c' se détermineront d'après les don- 
nées initiales. Soient a l'angle AOz que la tige AB, dans 
sa position initiale, fait avec la verticale (fig- 83) 5 CD la 
direction de la percussion qui lui a été imprimée , et qu'on 
peut supposer perpendiculaire à la tige. .Celle-ci commen- 
cera évidemment à tourner dans le plan OCD ^ car il n'y a 
pas de raison pour que le mouvement commence d'un côté 
de ce plan plutôt que d'un autre, et, d'ailleurs, on peut 
considérer ce plan comme celui de deux axes principaux 
relatifs au point O. On appliquera donc la for*mule de la 
vitesse angulaire de rotation , comme s'il y avait un axe 
fixe perpendiculaire en O au plan OCD. Soient co cette 
vitesse angulaire, julp' l'intensité de la percussion , y* la dis- 
tance OC •, on aura 

or la vitesse initiale p» d'un point quelconque M de la lige 
est roi). Si donc on remplace, dans le premier membre de l'é- 

quation (i) , la quantité 0'^-+- sin* 0.t|/'* ou -9 par la valeur 

ci-dessus de o)', on aura l'équation 



-*» / / ^ I ^ . 



(3) • w'=:c-f--^ COSa, (/ = rtH 

qui déterminera la constante c. 

Quant à la constante c\ on a, d'après l'équation (2) , 

c' z= sin' a -7- 1 ; 
. \ fit , 
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or sin a ( -7- ) représente la vitesse initiale de la projection 

horizontale du point de la tige dont la distance au point 
fixe est Funite : on a donc , en désignant par s Fangle de la 
direction CD avec une perpendiculaire au plan ^OA , 



"""(*).= 



sin a ( — ~- I = &> CCS e ; 

il en résulte 

(4) c' = w ces e . sin a. 

Nous ne nous arrêterons pas au cas où la tige s'écarte 
très-peu de la verticale. On néglige alors les quantités très- 
petites du troisième ordre en 6 et a , et les valeurs deQet^ 
s'obtiennent en fonction du temps, sous forme finie, par 
les formules du pendule conique. 

Quelles conditions doit retaplir la percussion initiale 
pour que la tige décrive un cône droit autour de la verti- 
cale.'^ 

On a constamment, dans ce cas, 

dQ 
= a , et , par suite , — - = o. 

dt 

D'après la valeur précédente de — 9 on en conclut 

sin' a ( c H- -^ ces a j — c'' = o ; 

mais cette équation exprime seulement que — est nul 

pour 6 = a, c'est-à-dire à l'origine du mouvement : il faut 

, d9 

y joindre la. condition ^ -r- = o-, ce qui donne 



dt 

c 



g 



l ces a sin* a 

Il reste à substituer, dans ces deux équations , les valeurs 
des constantes c et c' tirées des équations (3) et (4); la 

22 
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première se réduit alors à 

ces 8=1, d*où e = G y 

et la seconde se réduit k 

£rsia'a 

(à — . 

/cosa 

S = o signifie que la percussion doit être dirigée perpen- 
diculairement au plan vertical qui contient la tige. L'équa- 
tion 

^_gsin'g 



/cosa 

permettra d'assigner la grandeur de la percussion corres- 
pondante à un angle a donné ^ et réciproquement, si la 
percussion est donnée, on en conclura Tangle a, en ré- 
solvant Téquation 

cos' a H CCS a — i = o , 

g 

qui admet toujours pour cos a une valeur réelle plus petite 
que I . Enfin , l'équation ( 2 ) montre que le cône droit sera 
décrit d'un mouvement uniforme : la vitesse de ce mou- 
vement est 

dt sin a 

Désignons cette vitesse par h , et remplaçons &> par la valeur 
précédente ; nous aurons 



y / cos a 



On voit que , dès que l'angle a sera donné , cette vitesse k 
éersL déterminée indépendamment de la percussion *, quelle 

que soit cette vitesse, il y aura une valeur minimal/ y^.? 

au-dessous de laquelle A ne saurait tomber : mais cette limite 
ne sera jamais atteinte , car il faudrait que a fut zéro^ la tige 



■! 
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serait aloj^s verticale , et comme ot) serait nulle aussi , il 
n'y aurait pas de percussion-, la tige resterait donc en 
repos. 

Pour compléter la solution du problème , il nous reste à 
calculer la pression variable P que supporte le point fixe. 
Cette recherche conduit à des résultats dignes de remarque. 
La' méthode consiste , comme on.sait , à imaginer qu'on ap- 
plique en O une force égale et contraire à la pression 5 on 
peut alors regarder la tige comme devenue libre , et appli- 
quer les six équations d'équilibre d'un corps solide. Soient 
X, Y, Z les composantes de la pression P •, jTi , j^, , z^ les coor- 
données du centre de gravité de la tige ; les forces perdues 
s'expriment aisément en fonction deXi^yt^ Zi^et les sommes 
de leurs composantes parallèlement à chaque axe sont 



dt^ dt^ 



-«(ï-^) 



D'après cela , les trois premières équations d'équilibre , qui 
renferment seules les composantes X , Y, Z de la pression , 
sont 

M-^ = o, 
(5) ^Y4-M^ = o, 

On a , d'ailleurs , 

X, = û sin ces >|< , ji =: « sin sin \p , z, =rûcos0. 

Ces équations feront connaître les trois composantes de la 
pression en fonction des variables et if/ , qui , elles-mêmes , 
sont des fonctions connues de t , par les formules précé- 
dentes \ mais le calcul direct des valeurs de X , Y, Z serai t 
fort compliqué. On le simplifie notablement , en ayant re- 
cours aux trois équations des moments : ces équations , dans 

22. 
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lesquelles nous introduisons les coordonnées x,, j,, z, , 



sont 



*P| — T^ Y, = O 



(6) / V '^''^' r '''•^' ^s^y^ 






■ dr • é/f> / 

Elles se réduisent à deux distinctes , comme il est aisé de 
le voir. 

Des équations (5) et (6) combinées, on déduit, sans 
difficulté, 

Yx, — X/. = o et Zy,'^Xz,z=:UgyA\—-Y 

Ces équations mettent en évidence deux propriétés de la 
pression: i** les composantes X, Y étant proportionnelles 
à Xi, j^i, il s'ensuit que la pression est toujours comprise 
dans le plan vertical qui contient la tige^ ^^ les compo- 
santes Z, Y n'étant pas proportionnelles aux coordonnées 

Zi,ji{ puisque / ou a-\ diffère essentiellement de a j? il 

s'ensuit que la pression nest pas dirigée suivant la tige. 
Les deux équations précédentes permettent, en outre, 
d'exprimer X et Y en fonction de Z sans coefficients diffé- 
rentiels : 

on en conclut 

^ p, = X' + Y'+Z' = Z.:f-[z-M^(,-^)J^^. 

Tout se réduit donc à déterminer Z en fonction de 6. La 
troisième des équations ( 5 ) donne , à cet effet , 



Z = M ( g^ + « cos . 37^ -h fl sm 0. — J 



dt 
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On connaît déjà —r- en fonction de 6 ; on en tirera —— > et 
substituant, il viendra 

Z = M jg'l I — ^j -hûccosôH ^cos'O h 

par suite , 

[g' ( I — 7 ) -f- fl' c» -h 2 ûg'c ( I 4- ^ ) ces 
\ '/ ^ \ U 

+ if£:^^ + ^)eos>ô 

L'inclinaison y de la pression sur la verticale sera égale- 
ment connue en fonction de , puisque 

Z 

cos7= -. 

La grandeur et la' direction de la pression ne dépendent 
explicitement que de la variable d, et non de i[/. Quand 
Fangle d sera constant , c^est-à-dire dans le cas où la tige 
décrira un cône droit, la pression sera constante, et sa di- 
rection décrira également un cône droit autour de la verti- 
cale. La valeur générale de P se réduit , dans ce cas , à 

P = Mgi/n-^tang»a; 
on a , d'ailleurs , 

d'où 



ces 7 = 



ou bien 



v/'+ï 



tang^ a 



tangy = - tanga. 

Comme - est <! i ) Tangle au centre du cône droit que décrit 

la pression est plus petit que celui du cône que décrit la tige. 

Ces dernières formules , relatives au cas du cône droit , 

s^ obtiendraient directement et d'une manière beaucoup plus 




>. 



^ 
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simple , en remarquant que les forces effectues sont alors 
immédiatement connues de grandeur et de direction, puisque 
chaque point m décrit un cercle dont le rayon p est r sin a , 
avec une vitesse 



= r&) = r sin ai/j 



g 



ces a 



La force effective a donc pour valeur — -—- tang a , et 

comme sa direction ne varie pas d'un point à un autre , la 
résultante des forces effectives est égale à leur somme 

= Ma ~ tang a. 

Cette résultante, prise en sens contraire et composée 
avec la pesanteur M g , donne , pour la pression P, la valeur 
déjà trouvée. 

Les équations différentielles en |, yj, (^ de la page 335 , 
permettent de comparer la pression P exercée par la tige 
mobile sur le point fixe , avec la pression que supporterait 
ce même point , si l'on remplaçait la tige par im pendule 

simple de longueur /= a H • Cette dernière pression, 

qui n'est autre que la tension du fil auquel serait suspendu 
un point matériel de masse M, a pour expression MX /; et 
si l'on ajoute membre à membre les trois équations que 
nous venons de rappeler, multipliées respectivement par 

? 9 '^ 9 C 5 ^^ trouve 

or, j^ = -^cosQ-h€ et J; = /cosÔ; 

donc À = -^ cos -h t*. 

On connaîtra ainsi, pour chaque position du pendule^ la 
valeur de la tension M X /. Mais , bien que le mouvement du 
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pendule simple coïncide avec celui de la tige , les deux pres- 
sions P et M X /sont distinctes en grandeur et en direction. 

La composante X de la pression P peut s'écrire j- -^; 

ou bien , comme -j-j = — i Ç , 

on a de même Y = -— X>3, 

On conclut de nouveau de ce& trois formules que la pres- 
sion P n^est pas dirigée suivant la tige , mais seulement dans 
le plan vertical qui contient celle-ci. De plus on voit que 
cette pression est la résultante de deux forces , l'une dirigée 

suivant la tige , et égale à MX /. -^ c'est-à-dire à la près- 

* Cl 

sion due au pendule conique multipliée par - , l'autre ver- 

ticale et égale k^g ii — -J, c'est-à-dire à la compo- 
sante qu'on obtient en décomposant le poids M ^ de la tige 
en deux forces parallèles appliquées au point fixe et au 
centre d'oscillation. 

Dans toutes les formules qui précèdent , on n'a pas sup- 
posé que le centre de gravité G de la tige mobile coïncidât 
avec le point fixe. On aurait alors a = o , et par suite / = oo ; 
en sorte que le mouvement de la tige ne serait plus assimi- 
lable à celui d*un pendule simple de longueur li Mais , dans 
ce cas , le poids de la tige étant constamment détruit par le 
point fixe, il n'y a pas de raison pour que la tige sorte du 
|Jan OCD qui passe par sa position initiale et par la direc* 
tion de la percussion , et elle devra décrire ce plan avec la 

vitesse constante co == —=-,• 
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Au reste , ces résultats sont aussi mis en évidence par les 
équations (i) et (2) qui deviennent complètement inté- 
grables. 

L'équation ( 1 ) se réduit à 

et comme le premier membre n'est autre que ( - ) ? cette 

équation exprime que la vitesse d'un point quelconque de 
la tige demeure constante pendant toute la durée du mouve- 
ment^ de plus , on a, par l'équation (3) , c = o)'. 
L'équation (2) n'est pas modifiée; on a toujours 

( 2 ) sin' ô -— ï- = c' , et c = w ces e sin a . 

^ ' fit ^ 

Eliminant -~ entre les équations (1) et (a) , et posant 

I sin a ces g = /;i , 

il vient 

sioO^^Ô — ûf.cosô 



\/sin' — /7i» v^i — m" — cos' Ô 
L'intégrale est 

cos0= ^i — /w*cos{«r — p) ; 
et, pour déterminer la constante j3, on a 

ces a = V^i — m'cosp : 
par suite, l'intégrale précédente prend la forme 
(7 ) CCS 6 = CCS a ces o) ^ + sin a sin 6> / sin e. 

Or, si l'on conçoit l'angle trièdre dont les arêtes sont la 
verticale Oz, la direction initiale OC de la tige et une 
droite variable Ow faisant avec OC, dans le plan OCD, 
l'angle wf ; l'expression de cos est précisément celle du co- 
sinus de la face angulaire zOm^ opposée à l'angle 1 - — 
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Donc la position de la tige coïncide à chaque instant avec 
celle de Taiête Om, ce qu'il fallait démontrer. 
On tire ensuite de l'équation (2) , 

"^ ~ sin' 9 ~ sin» (w^— p)-f- w'cos'(w^— P) ' 
et intégrant , ou a 
(8) tang 01; - 7) = — ^A.- ^'. 

771 

On peut convenir que Fangle ^ soit nul avec t^ et la con- 
stante y sera déterminée par l'équation 

tanii; 6 tang s 
taDL'7 = — ^-i^ = — ^• 
m ces a 

La question que nous venons de traiter est comprise , 
comme cas particulier, dans le problème du mouvement 
d'un corps solide pesant autour d'un point fixe. Il a paru 
préférable de chercher directenxent les formules qui ramè- 
nent la question au pendule conique. Cependant il n'est 
pas inutile, au point de vue de la comparaison des métho- 
des de la dynamique , de montrer comment les équations 
qui conviennent au cas général d^un solide mobile autour 
d'un point fixe, se modifient, lorsque ce corps se réduit à 
un système de points pesants, en ligne droite. 

Les équations générales du mouvement de rotation d'un 
corps solide autour d'un point fixe, sont 

A^ = (B-C)^r-+-L., 

^^^ (B^ = (C~A)r/.4-M„ 

où/7, ^, r désignent les trois composantes de la vitesse in- 
stantanée de rotation autour des axes principaux du mobile 
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relatifs au point O ^ A , B , C les trois moments d'inertie 
principaux, et Li, Mi, Ni les sommes des moments des 
forces appliquées aux différents points du mobile, par rap- 
port aux axes principaux. 

Ici, Tun de ces axes (Oz,) sera la droite AB elle-même, 
et les deux autres (Oxi, Oyi) seront deux, droites rectan- 
gulaires tracées à volonté dans un plan perpendiculaire 
à AB passant par le point O ; par suite , on aura 

C==o, A = B = M(a'-|-R'). 

La position du mobile à chaque instant dépend , en gé- 
néral, de trois angles qui déterminent les positions des trois 
sections principales XiOr^ /lOzi, ZiOxi^ par rapport 
aux plans fixes des coordonnées x^y^ z. 

Le premier de ces angles, ordinairement désigné par la 
lettre ^^ est celui que Fîntersection du plan Xi O/i avec le 
plan xOj^ fait avec l'axe des jr, et comme cette intersection 
est évidemment perpendiculaire au plan zOziOu zOA, ce 
premier angle n'est autre que le complément de l'angle 
A'O x déjà désigné par tp. 

Le second angle mesure Tinclinaison du plan mobile 
Xi Oji sur le plan x Oj 5 c'est l'angle z OA ou 9. 

Le troisième angle , qu'on désigne par cp , est celui que 
Taxe O j:i fait avec l'intersection des deux plans Xi Oji , 
xOy. Il est évident qu'ici nous n'avons point à considérer 
cet angle ; les deux premiers à et 9 suffisent , comme nous 
l'avons dit plus haut , pour déterminer la position de la 
droite mobile. L'analyse devra donc laisser ce troisième 
angle (f indéterminé. 

La pesanteur étant la seule force appliquée aux différents 
points de la tige , donne une résultante M^ appliquée au 
point G de Taxe Ozj parallèlement à Oz 5 et, par suite, les 
couples Li, Ml, Ni provenant de la translation de cette 
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force au point fixe O , sont 

L, = — Ma^cossO>'i = Mn^sin Ocosf, 
Mi = MagcoszOxx = — M^i^sînOsinf , 

N, = o. 

Ces valeurs étant substituées dans les équations (4), la 
troisième de ces équations devient une identité, en sorte 

que —demeure arbitraire. Cette indétermination revient 

à celle de Tangle (p : on conçoit, eu effet, que le mobile 
étant réduit à son axe de figure O Zi, il n'y a pas lieu de dé- 
terminer la vitesse angulaire de rotation /' autour de cet 
axe. 

Les deux premières équations (9) deviennent 

dp g . 

-j- qr = y- sin ces y, 

M { ! 

dq e . . 

-----{- pr=z — ySmdsiDf. 

La théorie générale du mouvement d'un corps solide au- 
tour d'un point fixe fournit de plus entre p. q ^relies trois 
angles (|/,0 et (p, les trois équations suivantes (où d^ a été 
changé en — d^^ parce que notre angle ^ est le complément 
de celui que Ton considère dans cette théorie) : 

d9 . d^ 

p =1 — ces o -z sin » sm ô —r- ? 

^ dt ^ de 

(iij { q =.smo — cos 9 sm -— ? 

dt dt 

do d-h 

r= -I-f-. cosÔ-p- 
dt dt 

En éliminant, dans les équations (10),/?, <7 , r, au moyen 
des formules (11), on aurait deuiç équations différentielles 
du second ordre entre ^, 6 ety, dans lesquelles les dén- 
uées relalwes à la troisième inconnue (f n 'entreraient pas; 
on pourrait donc y regarder (f comme constante et les trai- 




^ 
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ter comme des équations diflerentielles à deux variables 
seulement, ^ et 9, Mais, sans faire cette élimination, on 
peut déduire des équations (lo) deux équations immédiate- 
ment intégrables. En effet , si l'on ajoute ces équations mul- 
tipliées respectivement par pelq^ il vient 

dp dq s . 

ou , en ayant égard aux formules (6) , 

pdp -+- qdq = — y-sinôr/ô; 

et intégrant , y>' -f- y' =r r H — - cos ô. 

Mais p^^q^ = sm'Ô -f- -\- — - , 

• ' dt^ dt^ 

r/0' . d^^ ig 

donc --- -H sm* -^^ p. cos ô = c. 

dt^ dt^ l 

C'est l'équation (i). 

Puis, si Ton ajoute les équations (lo) multipliées res- 
pectivement par sin d cos (f et sin B sin 9 , les seconds mem- 
bres disparaissent , et l'équation résultante prend la forme 

</ . sin ô [p sin y -I- y cos y) = o , 
d'où sin ô (/? sin <j) 4- 7 cos <p) = c' . 

Enfin , lorsqu'on remplace p et q par leurs valeurs tirées 

des deux premières formulas (6) , l'angle (p disparaît , et il 

reste 

d^ 

dt 

C'est l'équation (a). Nous retrouvons ainsi, mais par une 
voie moins simple, les deux équations qtii renferment la 
solution complète du problème. 
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CHAPITRE IV. 



9 



SUR LE MOUVEMENT D UN CYLINDRE PESANT ET NON 
HOMOGÈNE QUI TOUCHE UN PLAN HORIZONTAL FIXE. 



Un cylindre pesant , à base circulaire^ dont le centre de 
grav^ité est hors de l'axe, est posé sur un plan horizontal 
qu'il touche suii^ant une génératrice. On l'abandonne à lui' 
même sans vitesse initiale, et il s'agit de déterminer son 
moui^ement oscillatoire. (Concours d'agrégation de 1848.) 

Soient 01a position initiale du centre de la section droite 
qui contient le centre de gravité du cylindre (fig. 84) 5 A le 
point de contact avec le plan horizontal ; prenons pour axes 
des coordonnées dans le plan de la section la verticale AOy 
et l'horizontale A a: ; au bout du temps f , les points O et A 
sont venus en C et B, et le centre de gravité du cylindre est 
en G. Soit N la résistance du plan , laquelle est égale et con- 
traire à la pression exercée sur lui par le cylindre; si l'on 
joint cette force à la pesanteur qui agit sur tous les points 

du mobile , on pourra le traiter comme un corps entièrement 
libre. 

Or l'étude du mouvement d'un corps solide libre se ra- 
mène à celle de deux autres mouvements , savoir : le mou- 
vement de translation de l'un de ses points (on choisit le 
centre de gravité) et le mouvement de rotation du corps 
autour de ce point. 

Considérons d'abord le mouvement de translation du 
centre de gravité. Ce point se meut comme un point maté- 
riel où les masses de tous les points du cylindre seraient 
réunies, et ou. seraient également transportées parallèle- 
ment à elles-mêmes les forces de la pesanteur et la résis- 
tance N. Donc , si l'on désigne par M la masse du cylindre, 



1 
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par Xi , /i les coordonuëes du point G, on aura 

Ces équations , prises isolément, ne suffiraient pas pour 
déterminer le mouvement de translation , attendu quHl y 
entre la force variable et inconnue N , qui dépend du mou- 
vement de rotation. Cependant, comme la première est 
immédiatement intégrable, on en tire 

dxi 

-— - = coost. 

dt 

Or la constante est nulle , puisque le mobile n'a pas de 
vitesse initiale ; donc 

a:, = const. 

Ainsi le centre de gravité ne sort pas de la verticale LL', 
çui passe par sa position initiale. Quant à la loi de son 
mouvement sur cette verticale , elle ne saurait être établie 
indépendamment du mouvement de rotation qui va main- 
tenant nous occuper. 

Le corps tourne autour de son centre de gravité , comme 
si ce point était ûxe , et sans qu'il soit rien changé aux forces 
motrices. De plus, il résulte delà nature du mobile, que la 
section droite BCG reste toujours comprise dans le même 
plan vertical \ donc la rotation a lieu autour d'un axe paral- 
lèle à l'axe du cylindre, et, par suite, l'équation du mou- 
vement de rotation sera de la forme 

dtù 

MR* désigne le moment d'inertie du cylindre par rapport 
à l'axe de rotation, o) la vitesse angulaire, et S Q^ la somme 
des moments des forces par rapport à cet axe. 

Soient Tande BCG =r , CG =: a , w =r -. 

^ dt 
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(Nous écrivons le signe — devant —parce que le centre 

de gravité va d'abord en s^abaissant, et qu'ainsi l'angle 6 
décroit quand t augmente.) 

La somme des moments des poids des diverses molécules 
du cylindre par rapport à l'axe est nulle , puisque cet axe 
passe par le centre de gravité; il reste le moment de la 
force N , qui est N. CD , ouNa sin 0. L'équation précédente 
devient donc 

(2) MK'^= — NflsinÔ. 

Comme on a y 1 = CB — a cos d , il en résulte 

d^X, ^dB' . ,d'Q 

— -^ = a cos ô -— - 4- fl sm ô ---> 

dt^ dO dt^ 

et, par suite, la seconde des équations (i) se transforme 
ainsi : 

(3) Ma (cos ^' -t- sin Ô ^^ = N - M^. 
Éliminant N entre les équations (2) et (3) , il vient 

K^ -; \- as sin ô -f- rtM sm cos ô -- -h sm^ -—- 1 = o. 

dt* ^ \ dt^ dO) 

Cette équation différentielle déterminera 6 en fonction de 
i et de deux constantes arbitraires. 

En la multipliant par iM^ on l'intègre une première 
fois ; ce qui donne 

dt) 
Soit a la valeur initiale de d , on aura 



(4) ^ \7") — 2flg'cos0-i-a'sin»O ( ~.^ =c. 



c -=1 — lag cos a , 
et , par suite , 



^ ' ^: ^ y COS — COS a 
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Cette quadrature ne pourra être calculée qu'approxima- 
ti veinent. 

étant connu en fonction de f , on aurait N par l'équa- 
tion (a) , et aussi y^ = CB — a cos 6; on connaîtrait, de 
plus, le chemin OC parcouru par Taxe du cylindre, car 

OC = OD — a sin = const. — a sin 0, 

11 est aisé de déterminer la trajectoire décrite par chaque 
point du cylindre. Remarquons, en effet, que la verticale 
lAJ étant fixe , ainsi que l'horizontale OD , et la distance 
CG demeurant invariable , le rayon mobile qui passe par 
le centre de gravité est dans la condition d'uoe droite assu- 
jettie à glisser sur deux axes rectangulaires, de manière 
que la partie interceptée entre ces axes soit constante. Or 
on sait que chcique point m pris sur cette droite , ou sur 
son prolongement, décrit une ellipse dont les demi-axes 
sont les distances mG, mC, et coïncident avec les deux 
directrices fixes. 

Si Ton suppose que le centre de gravité du cylindre soit 
très -peu distant de son axe, la quantité a sera très-petite , 
et Ton pourra négliger, sans erreur sensible, le terme 
a'sin^(9 sous le radical de la formule (5). Ce terme sera 
également négligeable si, a restant quelconque, on suppose 
6 très-petit; dans Tun et Tautre cas, la formule se réduit à 

/ ^ — Krfô 

\ nag ai = 



^ ces — ces a 



C'est la formule du pendule simple ordinaire ; elle est ré- 
ductible aux fonctions elliptiques. On en déduira, comme 
dans la théorie du pendule , la loi des petites oscillations 
du cylindre de part et d'autre de la verticale LL^ 

L'équation (4) aurait pu être obtenue directement par 
le principe des forces vives , sans passer par les équations 
différentielles du second ordre, où entre la pression N. 
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D'après ce principe , qui est évidemment applicable ici , 
on a , en général , 

(6) 2 mp' = c 4- 2/2 {Xdx-h Ydy -+- Zdz), 

Or^ dans tout système de points matériels ^ on a aussi 

V| désignant la vitesse absolue du centre de gravité, et co la 
vitesse relative du point m dans son mouvement autour de 
ce centre. 

Ici 1^1 = -^ , puisque — ' = o ^ et , d'après la valeur de 

lu' 

dB 

d(^ 
d'ailleurs 

Pour un point quelconque du cylindre, on a 

X=:o, Z = o, Y= — mg , 

et la résistance normale N n'intervient pas dans le second 
membre de Féquation des forces vives ; on a donc 

/ï (Xflfcc -f- Xdy 4- Zdz) =r — Mg/-» = VLga ces + const. 

Ces valeurs étant substituées dans Téquation (6), on re- 
trouve l'équation (4). 



33 
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CHAPITRE V. 

SUR LE MOUVEMENT D*UN CORPS SOLIDE ATTACHÉ PAR UN FIL 
INEXTENSIBLE A UN POINT FIXE, ET DONT UNE FACE s' AP- 
PUIE CONSTAMMENT SUR UN PLAN HORIZONTAL. 



Un corps solide repose, par une face plane AJVEV, sur 
un plan horizontal (fig. 85) , et il est retenu par un fil 
inextensible OA, constamment tendu et attaché, d'une 
paHy au point A de la surface du mobile, de Vautre, au 
point fixe O. On propose de déterminer le mouvement, 
abstraction faite du frottement et de la masse dufiL . 

Soient G le centre de gravité du mobile, M sa masse; 
OA = a , AG = i. La position du corps sera déterminée à 
chaque instant par deux angles : Tun ^ , que le fil OA fait 
avec un axe fixe Oy \ Fautre ^^ que la droite AG fait avec 
le même axe. 

1 . Première méthode, — Si nous concevons appliquée 
au mobile , dans la direction AO , une force égale à la ten- 
sion inconnue T du fil, nous pourrons le considérer comme 
un corps libre, et établir les équations propres à déter- 
miner son double mouvement; savoir, le mouvement de 

# 

translation de son centre de gravité G et le mouvement de 
rotation autour de ce centre. 

Soient Xi , ji les coordonnées du centre de gravité , par 
rapport à deux axes rectangulaires dont l'un est Oy^ ces 
coordonnées sont des fonctions connues des deux angles 

.r, = a sin (f -i- b sin -^ f 
ri = a cos«p -f- b ces ^p. 

La tension T étant la seule force qui agisse sur le sys- 
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lème 5 si on la transporte en G , on aura , pour les équa- 
tions du mouvement de translation, 

(*) i d'y 

M — 4' = — T cos ff. 

Le corps tourne autour du centre de gravité G comme 
autour d'un axe vertical passant par ce point, sans qu'il 
soit rien changé aux forces motrices. Le moment de la ten- 
sion T, par rapport au point G, a pour valeur absolue 
T.GI ou Ti sin [^ — y), et cette force tend à diminuer 
l'angle tp. Soit, comme à l'ordinaire, MK' le moment 
d'inertie du corps par rapport à un axe vertical passant par 
le point G ; l'équation du mouvement de rotation du corps 
autour de ce point sera 

(2) MK'^=-Tésin(>I.-^). 

Les équations (i) et (2) suffiront pour déterminer les in- 
connues 9, ^, T en fonction du temps , après qu'on y aura 
remplacé Xi , /i par leurs valeurs en fonction de ç et de <|/ : 
cette substitution faite, l'élimination de T conduira à deux 
équations différentielles du second ordre, entre (p et (p. 

Ces équations ne sont pas linéaires \ nous ne les écrirons 
pas , parce que nous allons exposer une autre méthode qui 
fournit immédiatement deux intégrales premières de ces 
équations. 

Remarquons seulement que l'une de ces intégrales , qui 
n'est autre que l'équation des forces vives, se déduirait 
assez facilement du système des équations (1) et (2), en ajou- 
tant d'abord l'une à l'autre les équations (i) multipliées 
respectivement par ^dx^^ ac^i, ce qui donne 

I djc' -4- dr^X 
M^l — ' -^ ' j = - 2T(sin(p,r/.r, -f-ros<p.r/j,), 

23. 
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OU bien, vu les valeurs de Xi, y^^ 

puis, Téquation (2) multipliée par ^d^ donne 
MR' rf ^-^ j = — 2T^» sin (.{» - (p )<4^. 

Or le second membre de celte équation est précisément 
égal à celui de la précédente pris en signe contraire, et 
comme les premiers membres sont des diiFérentielles exac- 
tes, on voit qu'en ajoutant membre à membre ces deux 
équations, on en aura une troisième intégrable. 

Voici cette intégrale première, 

Quant à l'autre intégrale , Euler (*) n'est parvenu à l'obte- 
nir qu'après beaucoup de tâtonnements et par un procédé 
détourné que nous ne rapporterons pas. Le lecteur curieux 
de connaître cette analyse pourra consulter le Mémoire 
d'Euler. 

2. Méthode plus simple, — Deux des principes généraux 

de la dynamique sont évidemment applicables : celui de la 

conservation des forces vives et celui de la conservation des 

aires, ce dernier en prenant le point fixe O pour centre des 

aires. Chacun d'eux fournit une intégrale première des 

équations du mouvement. 

i«. Ona 

2 mv^ = const. 

Or, dans tout système, 

\*) Acla Âcademisp' Petropoittanae , 1778. 
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1^1 désignant la vitesse absolue du centre de gravité, et w la 
vitesse, relative à ce centre, d'un point quelconque du sys- 
tème. Calculons i^t et S/wû)' : 

• dt' \dt) \dt) ^- ^^dt dt 

Par conséquent, on a Téquation des forces vives déjà ob- 
tenue 

(3) «.(^ty^(,,^K')(g)V ..écos(^,-,)^J.g=e. 



2^. On a 

dy dx 



2"'f--S = 



CODSt. 



Soient 5, y?, les coordonnées d'un point quelconque {x^ y) 
relatives au centre de gravité, en sorte que 

si l'on substitue ces valeurs dans le premier membre de l'é- 
quation précédente, et qu'on ait égard aux équations 

il vient 

2/w {^xdy — ydx\ = M(.r, rfy, — y^dx^ -\-l,m[\d-ti — yjrfÇ). 

Cette équation exprime une propriété générale du mou- 
vement, savoir que la somme des produits des masses de 
tous les points d'un système multipliés respectivement par 
les aires infiniment petites décrites par ces points autour 
d'un centre fixe, pendant l'instant dt^ est égale au produit 
de la masse totale M par l'aire décrite dans le même instant 
par le centre de gravité^ plus la somme des produits des 
masses multipliées par les aires décrites dans le mouvement 
relatif autour de ce centre. 




- V 
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Passant aux coordonnées angulaires (p et ^, on a 
'^i ^/i — Ji ^J^i = — [«W(p -+- b^d"^ 4- ab ces (^ — tf) (dtf 4-^4») ], 

et, par suite, ' 

(4)«'^-4-(.'-.K.)^-.«.cos(^-,)(^Jh-^Î) = D.. 

C et D sont deux constantes arbitraires qu'on déterminera 
d'après les valeurs initiales données de y, ^, -^9 -—• 

3. Avant d'aller plus loin, nous montrerons encore com- 
ment les intégrales premières (3) et (4) peuvent se déduire 
des équations de Lagrange. 

En désignant par T la demi-somme des forces vives du 
système, par V la fonction des forces, par (p' et i(/' les 

dérivées -^» -~ , on a les équations (page 7), 



dt dt 

d 



m 



dt .do d^ 



dT dy 

cp aff 

^\dV) dT dy_ 
dt d^ d-^ 

d'où l'on déduit d'abord l'intégrale des forces vives , 

T — V = const. 

Mais comme il n*y a pas de forces appliquées au système , V 
est une constante ; on a donc simplement 

T = CODSt. 

Or la valeur de T ou de jSmf'', a été calculée plua 
haut : 

ï =r -i-M [«'/^ ~h {h' -4- K') f'-' -h2ab cos(t!) — (p). f f ]; 

on retrouve ainsi l'équation (3). 
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De l'expression de T on tire 

dT 

— - = M«^sin(^|* — (p). (p'\p', 

a (û 
dT A 

dl 

-— - = M [fl' (p' -h ab ces (>p — «j>) >[/'], 

MO 

D'ailleurs, V étant une constante, ---et -— r sont nulles. 

Avant de substituer ces valeurs dans les équations (5), 

e/T dT ,,11. 
remarquons que -^ et — étant égales et de signes contraires, 

nous éliminerons de suite ces dérivées, en ajoutant ces 
équations membre à membre, ce qui donnera 

w) 



■"-^ ^(5) 



de dt 

équation intégrable ] d'où 

dT dT 



H Hr-^ =o, 



d,' ■ ^f-^^^"*^' 
ou enfin 

M [«>' H- (^» -h K') f -h flA ces (^^ — ?) (<p' + f )] = consl. 

C'est l'équation ( 4 ) • 

4. Il s'agit maintenant d'intégrer le système des équa- 
tions (3) et (4) , afin d'avoir q» et ^ en fonction de t, 

A cet effet , nous remplacerons ^ par une autre variable 
9 = ^ — (p -, représente l'angle GAI que fait le rayon vec- 
teur du centre de gravité avec la direction du fil. Cet angle 
mesure la rotation du corps autour de son point d'attache. 
Nous trouvons à remplacer ^ par 0, l'avantage que l'autre 
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variable (p n'entrera plus dans les équations (3) et (4) que 
par sa différentielle, et par conséquent on l'éliminera aisé- 
ment. Cette transformation conduit aux équations : 

(#4-^»4.2û6cosô4-K^)^^y-h(^»-f.K')^^ 

^^^^ * dodB 

-4- 2 (*' 4- K' -h ab cos9) ^ — = 0% 

do dB 

(7) (£ï'-4-ft^-h2flftcosô-+-K^) -j-^{b^-i-K^-habcosO)— = D*. 

On tire -^ de ( 7), et portant cette valeur dans (6) , il ar- 
rive que le terme du premier degré en — disparait, et il 
reste 

a^ {K^ -{- b^ sin^ B) I — | =C' (a' -h ^'4- 2abcosB-^K') — D*; 
les variables se séparent. Enfin 
{8) dt = d:: ^ 



s/ 0{a^ -h b^ -^^ab cosB + K') — D* 

Si Ton cherche à ramener cette différentielle aux fonctions 
algébriques , on trouve que la quantité soumise au radical 
dans le dénominateur se transforme en un polynôme d'un 
degré supérieur au deuxième. Par conséquent, cette quadra- 
ture ne pourra être évaluée qu'approximativement. 

En substituant la valeur précédente de dt dans Téqua- 
tion (6) , on aura pour dcf une valeur de la forme, 

dff = ¥{B)dB. 

Mais on ne peut, non plus , l'intégrer sous forme finie. 

d et f étant connus approximativement en fonction de t^ 
on en conclut la valeur de i|; = -h (p , et aussi la tension T 
à l'aide des formules données dans la première méthode* 

Disculons quelques cas particuliers. 
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Soit b = o\ le Doint d'attache du fil coïncide avec le 
centre de gravité du corps. 

Alors (f désigne l'angle GO y {fig. 86) , et ^ Tanglc qu'un 
rayon , mené du centre G à un point déterminé G du corps 
et mobile avec lui , fait avec l'axe Oy 5 ce point C étant 
arbitraire, on peut choisir celui qui se trouvait en A sur OG 
au commencement du mouvement, de sorte que la valeur 
initiale deô ou de l'angle OGC sera nulle. 

La formule (8) , dans laquelle on fait i = o , se réduit à 



Ainsi, -7- est constant, et l'on trouve de même des va- 
^ dt 

leurs constantes pour -^^ et --^- Le corps tourne donc uni- , 

formément autour du fil , et le fil tourne lui-même unifor- 
mément autour du point fixe. 

Ces résultats sont d'ailleurs des conséquences évidentes 
des propriétés du centre de gravité en dynamique. 

Comme il est impossible d'obtenir sous forme finie les 
valeurs exactes de (p et ^j/, on ne saurait discuter toutes 
les circonstances du mouvement d'une manière complète. 

Cependant l'expression de — permet d'assigner certaines 

limites pour Tapgle de rotation du corps autour de son point 
d'attache. 

Cette rotation ne pourra changer de sens , qu'autant 

que atteindra une valeur telle que Ton ait — = o , ou 

C'(«'-f- ^'4-2 flr^ cosO-FK»)— D^ = o. 

Toutefois les constantes C et D, qui dépendent des données 
initiales , pourraient être telles, que celte équation fournit 
pour cosO une valeur plus grande que Tunité. 
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Soit OG = R = y/a' -h 6' -h 2 ai cq| \ Téquation ci- 
dessus équivaut à 

C»(R'-f-K») — D* = o, 
d'où 

Cette valeur de R doit , pour être admissible , être comprise 
entre a — i et a -h i ^ et , comme elle est unique , elle in- 
dique les écarts extrêmes du corps , de part et d'autre du fil 
OA , et, par suite , un mouvement oscillatoire en général. 

Supposons , par exemple , qu^au commencement du mou- 
vement la ligne AG ait été perpendiculaire à OA (Jig- 87), 
et que le corps ait reçu une percussion dirigée perpendicu- 
lairement à AG 5 on aura , pour t = o, 

iz dff dQ 

1 dt dt 

et, par suite, 

Ces valeurs , substituées dans l'expression précédente de R , 
donnent R = 6 ; telle est la valeur limite de R pour laquelle 
la rotation change de sens. 

Elle est impossible si Ton a a'^ 2 b ^ puisqu^alors le 
côté OG du triangle OAG serait plus petit que la diflerence 
des deux autres; dans ce cas, le corp3 tournera indéfini- 
ment dans le même sens , autour de son point d'attache. 

Exakninons encore le cas d'une percussion initiale telle 
que l'on ait 



m.= 



'A=*- -'(ïi=- 



et soit Ro la valeur initiale du rayon vecteur 0(i. Les équa- 
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lions (6) et (7) donnent alors 

et la valeur de R qui répond à une limite possible de l'angle 

de rotation , c'est-à-dire - y^D* — K* C , se réduit à Rq. La 

position initiale du corps suflSt donc pour déterminer Tarn- 
pli tude de l'oscillation, sans qu'il soit besoin de recourir 
à l'intensité de la percussion. 

En remplaçant dans l'équation (8) D* par sa valeur 
C»(R;-hK») et (a« -4- i^ -h 2 ai cos 0) par R', il vient 

dO Cv/R'— Ri 

^^ a \]t} + b^ sin» ô 

Supposons de plus qu'à l'origine du mouvement le centre de 
gravité et le point d'attache aient été en ligne droite avec le 
point fixe, dans l'ordre G, A , O ^ en sorte que l'on ait 

ô„ = o, Ko=:a -\-b. 

Comme cette valeur de Ro est la plus grande que R puisse 

recevoir, on voit que — serait constamment imaginaire, si 

l'on n'avait pas , pendant toute la durée du mouvement , 

R = Ro et, par suite, ô = o. 

Donc la ligne OAG demeurera droite et tous les points du 
système décriront des cercles avec Ja même vitesse angu- 
laire; cette vitesse sera fournie par l'équation (7), où l'on fera 

y = o , -r- = o , d OU 
dt ' 

Ainsi la vitesse du mouvement circulaire sera constante 
et égale à A. 
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On pourra, par une discussion semblable, reconnaître 
5*il existe des limites pour l'angle <f qui mesure la rotation 
de la droite OA autour du point fixe ; à cet effet , on posera 

-— ^ = o dans les équations (6) et (7), puis on éliminera 

entre elles -r- On trouvera ainsi 
dt 



ces 



^ V^'-hK^D' Il TT 



Si cette valeur de cos est plus petite que i , pour un état 
initial donné du système, on en déduira pour l'angle (p les 
limites cherchées : c'est lorsque (f atteindra ces limites que 
le mouvement angulaire du fil OA changera en général de 
sens. 
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LIVRE QUATRIÈME. 

SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS 

DE FIGURE VARIABLE. 



1^ 



CHAPITRE PREMIER. 

MOUVEMENT d'uN FIL FLEXIBLE CHARGÉ DE DEUX MASSES 



PESANTES. 



Uii fil fiexihle inextensible et sans masse est suspendu 
à un point fixe O et chargé de deux niasses pesantes m , w' 
( fig. 88). On suppose quà l'origine du moui^ement ces 
deux points matériels aient été écartés de la verticale Oy, 
sans rester en ligne droite av^ec le point fixe, mais sans 
sortir d'un plan vertical passant par ce point y puis aban- 
donnés à eux-mêmes y et l'on propose de déterminer les 
petites oscillations du système. (Concours d'agrégation 
de 1844.) 

Le mouvement oscillatoire de chaque point aura évidem- 
ment lieu dans le plan vertical jOx^ qui passe par la 
position initiale du fil 5 désignons par a et b les deux lon- 
gueurs O m , /wm'; les inconnues du problème sont les deux 
angles 

m Of = , /7i' my' = y 

que font ces deux portions du fil avec la verticale. 

1. Soient x^ j^ x\ y' les coordonnées des deux points 
m 5 w'; v», p»' leurs vitesses, au bout du temps t\ g l'intensité 
de la pesanteur. Le principe des forces vives et celui des 



366 TROISIÈME PARTIE. 

aires fournissent les deux équations 

//«'* -h m' (/' =± 2 g' (/wj -I- /w' jr') -h c , 

" {' S^ -^ t') - "' ['■% - '■ ^)=r("-"'^)- 

Pour y introduire les deux inconnues 0, y , on a les rela- 
tions 

X = a sin , J a/ = a sin Ô + è sin <p , 

j = « ces ô , yy :=. a CCS -f- ^ ces y ; 

d'où Ton tire 



r' = a' 



^^ 



,^ô» ., di' ^ , . ^.dQ d<f 



d'y d'x 

X y — — 

dO -^ dt' 



ou -(^.^r-r^) = 5^ = -«»— , 



dt' ' dt^ dt^ -^ -^ ' dt^ di^ 



«. « ^ ces ( y - ) ( — + - T j 4. «^ sm ( ç - ) (^-J - — j 



dt 



Les équations des forces vives et des aires prennent la 
forme : 

!d9' do' dB d9 

= 2g'[(/w -f- m' ) a cos B ■+• fn' b cosep] -j-c, 

^ '^ </r ^/' ^^ ^\dr dr) 

== — g{{m -f- /w')û sin -f- ni'b sincp]. 
Voilà les deux équations propres à déterminer ô et <p en 
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foiiclioli de t. Supposons que l'on ail, pour ^ = o , 

p = 0-, i^'=:o, Ô = a, ç=P; 

il en résulte, pour la constante arbitraire c, la valeur 

c = — 2 g' [( w -f- /w' ) fl CCS a -h m'b ces ^ ].. 

On ne peut pas intégrer, en général, sous forme finie, 
les équations (i) et (a). Nous nous bornerons au cas où les 
oscillations sdnt supposées très- petites, a, j3, d, (p sont 
alors des quantités très-petites dont on peut négliger les 
carrés et les produits , vis-à-vis des premières puissances ; 

les dérivées — 5 -^ sont aussi des quantités du même ordre 

que les fonctions et 9 (*). Comme l'équation (i), dans 
laquelle c sera remplacée par sa valeur, ne renferme pas de 
termes du premier ordre, on devra y conserver ceux du 
deuxième ordre. 
On trouve ainsi : 

(3) J ^ ' dt^ dt^ dt dt 

= g' [(m -h w') « (a' — 0') + m' ^ (p' — (p')], 

(4) ; ^ ' dt' dt' \dt' dt' 
= — g[(m-{-m') aB-h m' hff]. 

L'équation (3) est du premier ordre , maïs elle n'est pas 

(*) En cifet, soit Ô =/(«); on a 

~=/'(0. Or At-hh)^f{t)=.hf^(t^,h), 

s étant comprise entre o et i. y( t) etf{t-^h) sont par hypothèse des 

quantités très-petites, quel que soit l^accroissement fini h\donc/' {t-i-sh) 

de 
est aussi une quantité très-petite, on, ce qui reYient au même, -r- reste 

constamment très-petite en même temps que la fonction 6. En frénéral , 
quand une fonction continue prend de très-petites valeurs pour toutes les va- 
leurs de la variable comprises entre certaines limites, la fonction dérivée est 
également très'petite dans le même intervalle. 
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linéaire, c'est pourquoi on la difTérentie*, puis on en re- 

dB 
tranche le produit de Téquation (4) par —-? et Ton obtient, 

suppression faîte du facteur commun l-j 7/ ) ' l'équa- 
tion linéaire 

(5) d—, h ^ -H- H-^<p= o , 

^^ dt^ dt^ ^^ ' 

qui peut remplacer Téquation (3). 

Éliminant ensuite —r^ entre cette dernière et l'équa- 
tion (4)9 on a 

(6) wfl — ■-h^(m -j-/w')0 — o^/w'ç = G. 

C'est avec les équations (5) et (6) que nous achèverons la 
solution du problème-, mais auparavant nous montrerons 
comment on aurait pu les obtenir par des calculs plus 
«impies. 

2. Partant du principe de d'Alembert, exprimons di- 
rectement que les forces perdues se font équilibi'e à l'aide 
des liaisons du système. Les composantes de la force per- 
due ^ au point m'^ sont 



m 



,d^a/ I d^y 



cette force, pour être détruite par la résistance du fil, 
doit être dirigée suivant mm', ce qui fournit l'équation 



(7) 






Le fil Om est sollicité, au point m, par le poids mg et 
par la tension du fil mm' -^ en conséquence, les composantes 
de la force perdue au point m sont 



— /;/ 



perdue au point m sont 

d'x ,d'x'\ ( d'r\ ,1 d'f\ 



de 
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celle force doit êlre dirigée suivant Ont ^ ce qui fouruit la 
deuxième équation , 

(8) r(-^+'«'^)+-[-(ff-^^)4-i«'(^-g')]=o 

Ces équations , associées aux liaisons 

résolvent le problème. On peut s'exercer à retrouver les 
équations (7) et (8) , en parlant de Téquation des vitesses 
virtuelles, 

et la combinant, par la méthode des multiplicateurs, avec 
les équations de liaisons. 

Dans le cas des petites oscillations, on a simplement 

j:=:aB, a/ :=: aB -h b^t 

d^x^ d'B d^x' _^ d^ d^if 
Ht^'^^'d?^ "dt^ '^ ^ HF "^ "dp' 
d^Y dW 

-dF^""^ -dF = ''^ 

et, par suite, les équations (7) et (8) se réduisent à 

d^Q ^d^ff 

dr do ^^ ' 

qui coïncident avec le système (5) et (6). 

3. Enfin, on peut encore employer avec avantage les 
équations de Lagrange (page 7) : 

d('^\ 

\dB'J rfT d\ 

i i r=: o, 

dt d9 dB ' 

dj 



/ 



do' / dT dV 



Vf j « 1 « V 



dt d(f d^ 



4 
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OÙ 6' et (f' désignent les dérivées —9 ^ î T désigne la demi- 
somme des forces vives du système, et \ la fonction des 
forces. On trouve d'abord aisément 

\ = [m -hm') ga cos -^^ m' gb cos ^ , 

T = ^[[m -f- m') à" 0'' -f- m' h"" n/^ -H- 2 m' ah cos ((p — ô) .Ô'<p']. 

* Ces valeurs , substituées dans les deux équations précé- 
dentes, fournissent les équations générales du mouvement , 

(,« + „,>£?+;„'6cos(,-ô)g-».'6sin(?-e)ggj-J^) 

— «/6 sin (ip— ô) 1— ) -7^-f- (w-h/w')g'sine=:o, 

\ctt I (It 

,d'o , ^,d'B . . ^.dB /do dQ 

dt^ '^ ^ rfr» ^^ ^dt\dt dt 



-f-flsin((p-0)— f ^j H-g'sintp^o. 

On aurait pu remplacer Tune d'elles par Y équation des 

forces vwes^ qui n'est que du premier ordre -, mais nous ne 

Pavons pas fait, parce que cette dernière équation se prête 

moins bien à la détermination des petites oscillations dont 

nous devons nous occuper. 

Si les oscillations sont supposées très-petites , on néglige 
les carrés de 6 , (p , — 9 ^9 et les produits de ces variables ^ 
les équations se réduisent ainsi aux deux suivantes : 



dF^'^^Tlt^ 






d^9 d^Q 



? 



+ «-ri -^^?=o- 



dt' dt 

La première peut encore se simplifier, eu égard à la se- 
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oonde, et Ton a (inalcment le système déjà trouvé 

(b) m/2 — -hg(m + w') 9 ~ gm'if = o. 

Ces équations sont linéaires et à coefficients constants, tan- 
dis que si l'on avait employé Téquation des forces vives , 
on aurait obtenu une équation, du premier ordre à la 
vérité, mais non linéaire^ puisqu'elle eût évidemment ren- 
fermé les carrés de -^ et -^• 

dt dt 

La méthode ordinaire conduit aux intégrales générales 

= A, cos^ sin -H As CCS t sjr-i -h B, sin t v^, -f Bj sin t sjr^^ 

«p r= A, I*, cosr yr, -f- AsfAsCOS t ^r^ -+- B, p, sin t ^Ir^-^ BafAj sin^ sjri . 

Al, As, Bi, Bj sont quatre constantes arbitraires; rj, f\ 
sont des quantités réelles et positives , racines de l'équation 
du deuxième degré en r , 

(9) [^^ + m' ) g -— mar\[g — br) ^ m'agr=o, 

et /ixi , (Xi sont les valeurs correspondantes de fx , tirées de 
l'équation 

/A ^^ 

8 — hr' 
[Xi et fXt sont de signes contraires, car Tune des racines de 
l'équation (9) est plus petite que ^9 et l'autre plus grande 

et S . 

que|, puisque l'hypothèse ''= t rend le premier membre 

négatif. Comme on suppose qu'il n'y a pas de vitesses ini- 
. tiales , on doit avoir, pour f = o , 



d^ dta 

— - = o et --i = o , 
dt dt 



24. 
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ce qui entraiiie 

B, = o et Ba= o. 

Puis, comme a et jS sont les valeurs initiales de 6 et de 9, 
on aura 

(11) A, -f-A2=ra, A, /a, 4- AjfXj = f, 

d'où l'on tirera les valeurs des constantes Ai et Aj. Cela 
fait, le mouvement du système sera déterminé par les 
formules 

k z= A, cos t v^r, -h A, ces t sfr^ , 

^'^^ /- r 

' <p = A, pi, cos t y r, -h Aj fXj cos t y r,. 

Dans le cas où les deux points matériels se trouveraient , 
à l'origine du mouvement, en ligne droite avec le point de 
suspension , on aurai t 

et , par suite , 

a(l - fx,) «(f^i— 
A, = -9 A3 = 

f*i — f*ï pi — fij 

Soit |ut. ]> o , |!z, sera <^ o ; il est aisé de voir, en outre, que 
jUL, sera ^ i , en sorte que les valeurs des constantes A,, Aj 
seront positives. Si l'on demandait quelle condition doit 
être remplie pour que chacun des points m et ml oscille 
comme un pendule simple, on poserait, dans les équa- 
tions (11), A, = o ou bien A, = o*, soit A, = 0, il en 

résulte 

û 

A, = a et a, = ^, 

a 

et, par suite, l'équation (10) donne 

_ p, 



r,- ■-" 



cette valeur, étant substituée dans l'équation (9), conduit 
à une relation entre les masses m,- m', les distances «, i, 
et les écarts a ^ (3 , savoir : 
(i3) [m-^m')aoi''-^[m-\^m')[b —a) d^^ m' bp^=io. 



EXERCICES DE MÉCANIQUE. iji 

Telle est la condition cherchée : elle est impossible si a = jS, 
car l'hypothèse a = fî réduit Téqiiation précédente à mb =o, 
d'où w. = o ou & = o , ce qui veut dire que les deux points 
matériels se réduisent à un seul. Effectivement, les équa- 
tions (12) donneraient, dans ce cas, pour et (p, des va- 
leurs constamment égales entre elles , 

9 = <p = a ces ^ V ''• 5 

c'est-à-dire que les deux points matériels demeureraient 
toujours en ligne droite avec le point de suspension , ce qui 
est évidemment impossible , à moins qu'ils ne se con- 
fondent. 

Etant données les masses m, m' et les distances a.b^ 
l'équation (i3) fournira toujours une valeur réelle, positive 

et plus petite que 1, pour le rapport -; soit par exemple 
a = è 5 on aura 



= V' 



m 



m -+■ m 
puis 



m -h m' 
et 



.. = \/' 



m' 



r.-^- S 



En général, quand la condition (i3) sera remplie, on 
aura 

ô = a ces ^ V^r, , f = P ces t \jr^ ; 

les durées des petites oscillations seront donc les mêmes 
pour les deux pendules, mais leur amplitude sera différente \ 
ils seront en même temps d'un môme côté de la verticale, et 
se confondront en même temps avec elle. 



' 
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CHAPITRE II. 

SUR LE MOUVEMENT d'uN SYSTEME DE DEUX CORPS PESANTS , 
DONT l'un ne PEUT QUE GLISSER SUR UN PLAN FIXE, 
TANDIS QUE l'aUTRE EST ASSUJETTI A GLISSER SUR LA 
SURFACE DU PREMIER. 



1 . Un prisme homogène , de masse M , dont la section 
droite est un triangle rectangle ABC ( fig. 89) , repose par 
Vune de ses faces rectangulaires sur un plan horizontal 
fixe RR' sur lequel il peut glisser : un corps pesant de 
masse m ei de dimensions très-petites est posé sur la face 
hjpoténusale BC du prisme et glisse suii^ant la ligne de 
plus grande pente, de sorte que son centre de gray^ité et 
celui du prisme soient toujours compris dans le même plan 
vertical ABC. La pression que le corps m exerce sur le 
prisme ^ faà reculer celui-ci dans le sens AR'. On propose 
de déterminer la vitesse de descente du corps m , la tra- 
jectoire réelle décrite par l'un de ses points , la vitesse de 
recul du triangle ABC, etc. (On suppose le frottement 
insensible. Nous indiquerons , à la fin du chapitre , comment 
on tiendrait compte du frottement.) 

Ce problème est posé dans les œuvres de Jean Bernoulli, 
mais la solution qu'on y trouve est bizarre et manque de 
clarté. L'auteur décompose d'abord la pesanteur appliquée 
au corps m en deux forces , l'une parallèle au plan BC , 
l'autre normale à ce plan : celle-ci est à son tour décom- 
posée en deux autres , l'une horizontale , l'autre verticale 5 
cette dernière composante est de nouveau traitée comme la 
pesanteur, c'est-à-dire décomposée en deux forces , l'une 
parallèle au plan BC, l'autre normale, et ainsi de suite à 
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1^ infini. Ces composantes (dans lesquelles les masses des 
deux mobiles s'introduisent d'une manière peu satisfai- 
sante) sont rangées en deux groupes, Tun produisant le 
mouvement de descente du corps m le long de BC, l'autre 
le mouvement de recul du triangle ABC , etc. La solution 
que nous allons présenter sera tirée de la formule générale 
de la dynamique. 

Soit BCA la position initiale de la section droite du 
prisme , et prenons pour axes des coordonnées la verticale 
CAj'" et l'horizontale C j:. Au bout du tempsr, le triangle BCA 
a pris la position B'C'A', et le corps pesant est venu en ni. 
Soient a: , / les coordonnées d'une molécule [l de ce corps : 
les moments virtuels des composantes de la force perdue 

par cette molécule sont — i^~77 <^-^' ^\8~^ TT ) ^J^' ^^ 

formule générale de la dynamique renfermera une somme 
de termes semblables pour tous les points du corps /?i, sa- 
voir, 

-21 flF ^■'^-^ 2f(-^-S ^■^)- 

Mais , puisque ces points décrivent des lignes égales et paral- 
lèles ^ leurs coordonnées ne diffèrent les unes des autres que 
de quantités constantes pendant toute la durée du mouve- 

d^ X d^ Y 
ment *, —r-^ 9 -rY sont donc les mêmes pour tous les points 

à chaque instant, aussi bien que àx ^ ày^ de sorte que 

d^x^ dKi. 



2 



LL -- — §x z=z m -— — Sx, 

^ de' de' 



et X et jr peuvent représenter les coordonnées d'un point 
quelconque du corps m, par exemple de son centre de gra- 
vité. Le corps m n'entrera ai 11 si dans le calcul que comme 
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un simple point matériel, de masse m^ assujetti à suivre 
r hypoténuse mobile B' Ct 

Pareillement , la somme des moments virtuels des forces 
perdues par les divers points matériels du prisme se réduira, 
vu que les ordonnées verticales de ces points sont con- 



stantes , a 



(l'a:, 



U-T-^BX,, 



Xy pouvant désigner T abscisse d'un point quelconque du 
prisme : nous choisirons de préférence le centre de gravité 
G'. Cela posé, le principe de d'Alembert fournit l'équation 

d^x ^ l d^r\ ^ d'^x, 

^ ' dt^ Y dt^ ) -^ dr 

Il faut maintenant traduire en équation les liaisons du 
système. 

Déjà nous avons introduit la condition yy = const. 

De plus , le triangle T? mG donne 



or, 



PC . tang ABC = Vm; 



Vm = r, PC = ;r H- GG' = je -r^ .r, -h « > 



a désignant l'abscisse initiale -5- du centre de gravité G, 



AB 
3" 

Soit a l'angle ABC, on aura pour seconde équation de con- 
dition 



( 2 ) ( j? — X, -H tf ) tang a — 7 = o , 

d'où 

tang oL^Bx — 8 y — tang a • 5a:, = o. 

Multiplions cette dernière équation par l'indéterminée A, 
et ajoutons à l'équation (i); puis égalons à zéro, selon 
la méthode, les coefficients de toutes les variations, nous 
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aurons 



(3) /«-^ r=:>tanga, 

(5) M-^=: — :Xtang(ît. 

Ces équations auraient pu être établies en introduisant la 
pression qui a lieu au contact du corps m et du prisme , 
normalement à la face BC , ce qui eût permis de traiter m 
comme un point libre. Cette pression n'est autre que le 

facteur 

ces a 

A ces trois équations il faut associer Téquation (2) ; si 
l'on élimine X, il restera trois équations propres à déter- 
minera:, y et Xi en fonction du temps. 

En ajoutant (3) et (5) membre à membre, on a 

d^ X ,, rf'x, 

dt' dt^ ' 

et, intégrant, 

dx ,,_ dx. 

w ^ H- M —- = 0. 
dt de 

Nous n'ajoutons pas de constante arbitraire, parce que nous 
supposons qu'à l'origine le mobile m a été abandonné à lui- 
même, sans recevoir de vitesse. Une seconde intégration 

doni)ie 

mx H- Mx, = const. 

Soit X l'abscisse du centre de gravité du système des deux 
masses m et M , on a 



donc 



mx -h M a:, =; ( M -4- w ) X , 

CODSt. 

*" M -h w ' 
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c'est-à-dire que le centre de grax^àé du système ne sort pas 
de la verticale qui passe par sa position initiale. Ce résultat 
est d'ailleurs une conséquence du principe relatif au mou- 
vement du centre de gravité d'un système libre; on peut, 
en effet , remplacer l'action du plan fixe RR' par une force 
normale à ce plan , et si l'on conçoit que cette force verti- 
cale, ainsi que la pesanteur appliquée au corps ///, soient 
transportées au centre de gravité du système , ce point n'é- 
tant soumis qu'à Faction de forces verticales, se mouvra 
dans la verticale qui le contient à Torigine , puisque d'ail- 
leurs il part du repos. 

Cherchons les valeurs de y et x en fonction de t. En éli- 
minant X entre (3) et (4) , on a d'abord 

cl^ jc d'Y 

(6) _.H_tanga— = §^tanga; 

puis , si l'on élimine x^ entre ( 2 ) et ( 5 ) , il vient 

d'^x d'^r 

° df dt^ ° 

et, remplaçant / tang a par sa valeur tirée de (3) , 



d}x d'^y 



(7) (M-f-/w)tanga--- — iM 



dt^ dt 



G 



d^ X d^ Y 
Les équations (6) et (7) fourniront pour-—- et -7-^ des 

valeurs constantes; par conséquent, la force accélératrice du 
corps m est constante en grandeur et en direction; et comme 
ce corps part du repos , il décrit une ligne droile d'un mou- 
vement uniformément accéléré. Pour avoir la direction de 
cette droite, il suffit de tirer de l'équation (7) le rapport 

d^Y 

^dF MH-/W 

— tang a ; 



d^'x . M 
lîF 
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ce rapport est le coefficient angulaire de la direction de la 
force, c'est-à-dire de la droite que décrit le corps m. Sup- 
posons, pour plus de simplicté, que ce corps parte du 
sommet C 5 Téquation de sa trajectoire sera 

M H- m 



X = — jjj— tanga.x. 

Soient h la hauteur AC et b la base AB du triangle ACB ; 

on a 

h M -h m h 

tang a = j9 et , par suite, 7 = — ^p- • ^ 



-r a: 



Pour r = A , on en tire x = — Soit AD cette distance ; 

quand le mobile est parvenu en D, le triangle a rétrogradé 

11 ' f nrx 7 M 6 rnb 

de la quantité du ou. o — — = ^ et, par suite, 

^ M -h w M -4- /w ' ^ 



AD : BD : : M : w ; 

ainsi , le point D divise la base AB en deux segments propor- 
tionnels aux masses du corps et du prisme. 

Si M est très-grand par rapport à m, le point D sera très- 
voisin de B, et la roule suivie par le corps m différera très- 
peu de l'hypoténuse BC^ elle se confondrait avec cette 
droite si la masse M était infinie, auquel cas le prisme se 
comporterait comme un plan incliné fixe. Quant à la force 
qui produit le mouvement rétrograde du prisme , on a , pour 
la déterminer, 



Mais 



donc 



M -T-; — = — m -^— < 
dt^ dt' 

d^ X M. g tang a 



df" ( M H- /?2) tang* a -f- M 
d"^ x^ ///^ tang a 



dt'' (M -f-/w) tang'a -f- M 

Le mouvement rétrograde du prisme est donc aussi unifoi" 
mément accéléré . 
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La valeur de ' J est nulle pour a = o el pour a =r= - ; 

si Ton fait varier a enire ces limites, , atteint son 
maximum pour 



" = \/i 



M 

tang 



M-h w 

telle est rinclinaison pour laquelle le mouvement de recul 
du prisme sera le plus grand possible, toutes choses égales 
d'ailleurs. Cet angle sera toujours moindre que 45° : en par- 
ticulier, si M = m , on aura tang a = i y 2 , d'où 

b : h\: sJt. : \, et a = 35^*— 1 5' — 42^" environ . 

Le mouvement du centre de gravité du système dans la 
verticale est aussi uniformément accéléré, car on a, en 
désignant par- Y Tordonnée de ce point, 

(lVH-/w)Y=:/»r + M j.; 

et , comme j, est constante , 

d'Y d'y 



i^^-')^ = 



dr dt 



mais 



donc 



d'y (M -H- /w) ^ tang' a 

dr "" (M -h m ) tang* a -f- m' 

d^ Y mg tang ' a 



dt^ (M H- w) tang' a -h M 
La pression P exercée par le corps m contre la face BC 

n'est autre que la quantité ; on a donc 

* ^ ces a 

m d"^ X m M. g ces a 

sin a de^ M -{- m sin' a 

quantité constante et inférieure à mg cos a , c'est-à-dire 
à la pression que lu corps m exercerait sur le plan incliné 
BC supposé fixe. 



M 
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2. Les mêmes choses étant posées que dans le problème 
précédent, on suppose qu'on incline le plan d'appui BR^ 
d'un angle a à l'horizon , en sorte que l'hypoténuse BC 
dev*ienne horizontale , et Von demande les mouv^ements 
que prendront simultanément le corps m et le prisme [dont 
la pesanteur n'est plus complètement détruite par la ré- 
sistance du plan fixe RR') (fig. 90). 

En prenant toujours pour axes la perpendiculaire CAy et 
la parallèle C x au plan fixe , et conservant les mêmes nota- 
tions , le principe de d'Alembert fournira l'équation 

(S) { 

lésina —j (îx. = o; 

et, d'après les liaisons du système, on a 

j, = const.y 

(9) (a:, — X — a)taDga — y = o, 

DiiTérentiant par c^ cette dernière équation , et combinant , 
comme dans le calcul précédent , l'équation résultante avec 
l'équation (8), on trouve 

(10) *• m -— ■s= mg sin a — 1 tang a , 

d^Y 
(il) m — = mgco%cL — l, 

(12) M —z-^ = M ^ sin a -h X tang a , 

Cm 

Eliminant A entre (10) et (i i) , il vient 

d"^ X d"^ y 

(«3) __ta„ga — = 0, 

et en intégrant deux fois , 

x:=.y tang a . 
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iSous supposons qu'à l'origine le corps m ait été 'placé 
en C , sans vitesse initiale. Ce corps décrit donc une ligne 
droite , qui n'est autre que la verticale CS. Pour avoir la loi 
de son mouvement suivant cette droite , il faut associer à 
Téqualion (i3) celle qui résultera de l'élimination de X et 
de Xi entre les équations (9),(io)et(iQi), savoir, 

fi^ X ci ^ Y 

( 1 4) ( M -t- /M ) sin a — ^ -f- M ces a — ~ =r [M-^ m) g sin' a . 



On en tire 



d'où 



dt' dt 



d^y ( M 4- /w ) g' sin' a ces a 

dt^ m sin' a -+- M 

dy (M-^- /n)g sin* a ces a 

dt m sin' a -4- M 



Soit v' la vitesse du corps m , 

djr (M -h m) g sin' a 

♦' Z3 J: 1—2 ^ ^ 

fl?^. cos a /w sin' a -i- M 

Ainsi, le corps m descend verticalement d*un mouvement 
uniformément accéléré^ et l'on voit quel est le retard causé 
dans sa chute par la présence du prisme. 

L'espace Cm, parcouru au bout du temps t par le 

point m , sur l'hypoténuse , est égal à -7=^ : il croît donc 

proportionnellement au carré du temps. On a ensuite 

d'^x, d^x d^ Y I d'^ Y 

— ' ces a *^ — ^ 



ou 



dt^ dt^ dt' sin a cos a dt^ 

d^Xi (M-i- m) gsiua ' 

m ■■■■■■ — !"' " »» ■- ■. ^ ■ ■■ l_ • 

dt^ m sin' a -f- M 



Telle est la force accélératrice qui détermine le mouvement 
uniformément accéléré du prisme. 

Enfin , le mouvement du centre de gravité (X , Y) du 
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système se déduit sans difficulté des deux équations 

(M -h /w ) — - — =r m — h M > 

^ ^ dt' dr dr 

Les équations (lo) et (12) donnent 

d^ X ,, d"^ x^ 



m 



H- M -— • = (M H- /?/ ) ^ sin a : 



dO dt 



d"^ Y 

on connaît d'ailleurs -7-- : on aura donc 

dt^ ' 

— ; — == ^ sm a , 
df" ^ ' 

d ^ Y mg sin' a ces a 
dt '^ m sin' a + M 

On conclut de là que le centre de gravité du système du 
corps m et du prisme décrit, d'un mouvement uniformé- 
ment accéléré, une ligne droite dont le coefficient d'incli- 
naison sur le plan fixe RR' est ,-—- ^ — ^^ — . 

^ (M -{- Aw) tang'a -I-M 

He marque relatii^e au frottement. , — Dans tout ce qui 
précède , nous n'avons pas eu égard au frottement du corps 
m contre la face mobile BC , non plus qu'au frottement de la 
face AB contre le plan fixe RR'. Si l'on veut en tenir compte , 
on s'appuiera sur ces deux lois expérimentales : i ° le frotte- 
ment d'un corps solide sur un autre est proportionnel à la 
pression normale qui a lieu au contact des surfaces ; 2° le 
frottement est indépendant de la vitesse. 

D'après cela , continuons à désigner par la pression 

normale et inconnue qui a lieu au point m ( X n'aura plus la 
même valeur que précédemment), par/ le rapport du frotte- 
ment a la pression qui correspond au glissement du corps m 
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sur la face BC {Jig* 89), par f' le rapport analogue pour le 
glissement de la face AB sur le plan horizontal : f^\-f sont 
des coeflScients constants fournis par rexpérience (*)5 nous 
aurons , pour les équations du mouvement , 

( 3 his.) m-^=\ (tang a — /), 

(4 bis,) "^'-^ = 'wg' — ^(I-♦-/tanga),• 

(5 bis.) M^=--Mtanga-/)-./'M^. 

On les combinera comme leurs analogues (3), (4)» (5), en 
leur associant Téquation (2) qui a toujours lieu; mais on 
ne retrouvera plus des résultats aussi simples. Cependant 
Télimination de X conduira encore à des valeurs constantes 

pour -— ■ 9 --r^ 9 d'où Ton conclura que le corps m, partant 

du repos, décrit une ligne droite d'un mouvement unifor- 
mément accéléré. En même temps, le prisme reculera d'un 
mouvement uniformément accéléré , puisque la valeur de 

— T-Y" est aussi constante. Toutefois ceci suppose que l'incli- 
naison a de la face BC sur l'horizon surpasse l'angle de 
frottement relatif à cette face , c'est-à-dire l'angle sous lequel 
l'équilibre du corps m commence à se rompre : on sait que 
la tangente de cet angle est égale au coefficient y-, on devra 
donc avoir tang a >y*pour que les mouvements indiqués se 
réalisent. 

{*) Far exemple , si les surfaces frottantes sont : 

bois sur bois ) à sec, on a /= o,36, 

bois sur métaux, à sec , on a ,/= 0,4^, 
métaux sur métaux, à sec, on a y= o, 19 . 
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CHAPITRE IIL 

SUR LES PETITES OSCILLATIONS RECTILIGNES DE DEUX POINTS 
MATÉRIELS LIÉS ENTRE EUX, ET A DEUX POINTS FIXES , PAR 
DES FILS ÉLASTIQUES* 



Deux points matériels m ^ m' ^ de masses égales , sont liés 
entre eux, et à deux points fixes A et B (fig* 91), par 
trois Jih élastiques en ligne droite Km , mm,\ m'B ; ces fils, 
de m.ëme matière, sont susceptibles de s'allonger ou de se 
contracter de quantités très-petites, et Von admet que leur 
élasticité varie en raison im^erse de leurs longueurs : on 
propose de déterminer les petites oscillations des deux 
points m^ m* . 

Dans l'état d'équilibre , les trois fils ont même longueur^ 

AB 

a = "Y"' et même force élastique ou tension/". Au bout du 

temps t^ soient 

A /w =r « -4- j:, mm' = a -{- y, m' B = fl + z. 

La distance AB étant invariable , les variations de lon- 
gueur, positives et négatives , des trois cordons satisfont à la 
condition 

X -\-y -h « = o. 

D'après la loi admise, la tension du fil A m sera ^ ^ » 



ou sensiblement/* 1 1 j 5 puisque la variable x est sup- 
posée très-petite par rapport à a. Pareillement, la tension 
du cordon mm^ sera représentée par/" 1 i — -U et celle du 

cordon m^ B par J'Ai 

25 
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Cela posé , les équations du mouvement sont 



=o 



dt 

^'> ^ rf'(x-t-/) _ /(z-r) 

En les retranchant Tune de Tautre, on élimine x et z, 
et il reste 

L'intégrale de l'équation (2) est 

7" = A CCS «r ^ + B sin /^r ^. 

Avant de substituer cette valeur dej^ dans la première des 
équations (i) , remarquons que la valeur particulière 

vérifie cette équation, puisqu'elle la réduit à l'égalité 
^-p = — 3/i*j^. D'après cela, l'équation linéaire fournie 
par la substitution dejr, 

-— - H- /î'o: = /î' ( A ces /?f \/3 -h B sin /î^ V^3), 

us 

aura pour intégrale complète 

07= — -5:74- C ces /?f + D sin /ir, 
ou 

.r = — -j ( ^ c®* «r ^3 -h B sin /î/ v3) -+- C ces /?/ -4- D sin /if . 

a: et / étant connus en fonction du temps , on connaîtra les 
distances km±:±à-\-x^ Am' =i'2a-hx -hj- 
Soient Af^ =.r, Am' = 55 il vient 

r=a — 1 A ces nt ^ — -y B sin «/ ^ + C ces «r -f- D sin nty 

s = 2 a -h 7 A ces /ir v^ -h Y B sin /2f \/3 -H C ces «^ -|- D sin nt. 
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Les valeurs des constantes A , B , C , D , dépendent des 
écarts et des vitesses donnés à l'origine du temps. 

Supposons , par exemple , que les deux masses aient été 
écartées de quantités égales et d'un même côté de leurs 
positions d'équilibre , sans vitesses initiales ] soit o> l'écart 
commun , on trouvera 

A=io, 8 = 0, C = — w, D = o, 
et , par suite , 

rz=: a — w cos ni , 
.ç = 2 û — w ces nt. 

Les oscillations rectilignes de chaque masse suivront 
donc la même loi que les oscillations circulaires d'un pen- 
dule simple, de longueur a, écarté de la verticale d'un 
angle o), et sollicité par une force verticale égale hf. 

Il y a un autre cas dans lequel chaque masse oscille 
encore comme un pendule simple : c'est celui où elles ont 
été primitivement écartées de quantités égales et de côtés 
opposés de leurs positions d'équilibre. On trouve alors 

r = a — w cos nt y3 , 

j =r 2 fl H- w COS nt y 3. 

Les oscillations ont encore une amplitude égale au double 
de l'écart initial ; mais elles sont plus rapides que dans le 
premier cas, le rapport des durées des oscillations étant 

celui de I à v3. 

La solution précédente s'étend sans difl&culté aux mouve- 
ments rectilignes de trois, ou d'un plus grand nombre de 
corps m, m', m", de masses égales, liés entre eux consé- 
cutivement, et à deux points fixes, par des ressorts dont 
les contractions ou dilatations sont supposées très-petites. 

Euler a appliqué ces formules à la propagation du son à 
travers une file de molécules équidistantes. 

25. 
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Parmi les diverses hypothèses qu'on peut faire sur l'ëtat 
ÎDÎtial, nous laisserons au lecteur le soin de discuter le cas 
où la masse m a été d^ abord écartée de sa position d'équi- 
libre de la quantité très-petite cd, puis retenue en ce lieu 
jusqu'à ce que les deux autres masses , s^accommodant à ce 
déplacement, aient pris de nouvelles positions d'équilibre; 
puis la masse m étant rendue libre, son mouvement se pro- 
page peu à peu aux autres. On assignera les époques de 
plus grande vitesse pour chaque masse, etc. 
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CHAPITRE IV. 

St'R LES VETITES OSCILLÀTIOIVS D^UNE BALAI^CE CHARGÉÎB 

DE DEUX POIDS. 



Une balance dont le point de suspension O est placé 
au-dessiis du fléau ^ et à égale distance de ses cxtrémi" 
tés A et B, supporte des poids égaux suspendus à des 
fils de même longueur AM^ BN dont on néglige la masse. 
Cette machine ayant été dérangée de sa position d'équi^ 
libre d ^une manière quelconque , sans toutefois que lejléau 
et les poids cessent d^être renfermés dans le même plan 
vertical AOB , on propose de déterminer les mous^ements 
oscillatoires du fléau et des deux poids (fig. 92). 

Soit AOB la position de la balance au bout du temps t\ 
la perpendiculaire abaissée du point O sur AB contient le 
centre de gravité G de la balance , et Tangle w = GOj^ que 
fait cette droite avec la verticale, est égal à Tinclinaison du 
fléau AB sur l'horizon \ soient ^ et ^ les angles que font avec 
la verticale les fils AM et BN auxquels sont suspendus les 
deux poids égaux. Les trois angles ot) , (p et ^ déterminent à 
chaque instant la position de la machine. 

Posons encore OA = OB = a , AM = BN = b , angle 
OAB = e , ()G = c \ désignons par P l'intensité des deux 
poids , par T , ï^ les tensions des deux fils , par M le poids 
du fléau et des parties de la machine qui lui sont inva- 
riablement attachées, telles que les bras AO , BO et Tai- 
guille OG. 

Les coordonnées x^y^ x\ y\ des centres de gravité des 
poids placés en M et N s'expriment aisément en fonction 
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des angles o) , (jp et '<|^ : 

jc =z OP = a cos (g — ût) ) -h 6 sin <p , 
/ = MP = a sin (e — w ) -+- b cos ç, 
x' = — OQ = — a cos (e -f- «) -h ^ sin ^|/, 
y =z NQ = a sin ( e -H w) H- ^ cos ip . 

En ayant égard aux tensions T, T', on pourra appliquer 
à chaque poids les formules du mouvement d'un point libre, 
ce qui fournira d'abord quatre équations , 

d^x g^Tsin<p d^jr / Tcosf 



Ï^ = K^- 



dr P dt 

d^x' _ gTsm-^ d^y _ f T'cosrI/N 
1t^ '~ P ' li^^^y P~^/' 

Il faut y joindre l'équation du mouvement du jQéau qui 
peut être considéré comme tournant autour d'un axe fixe 
passant par le point O et perpendiculaire au plan AOB-, or 
le moment de la tension T, dirigée suivant AM, par rap- 
port au point O , est , en valeur absolue , 

T. 01 = Ta cos (^ -h 6 — w)=r:T[/cos(<p — w) — ^sin («p — «)], 

en posant 

acose ou AC =/", «sine on OC = e. 

Le moment de la tension T', dirigée suivant BN , est 
pareillement 

T'[/cos(w — ^) — ^$in(&) — ip)]; 

enfin le moment du poids de la machine est 

M.GH = Me sin w. 

La tension T' tend à faire tourner le fléau dans le sens où 
nous supposons que le mouvement a lieu, c'est-a-dire de 
manière que Tangle w croisse avec le temps -, le moment de 



EXERCICES DE MÉCÀJ^IQUE. 'igi 

cette force devra donc être pri^ positivement , tandis que 
les deux autres seront pris avec le signe — . On aura donc 
réauation 






(K'4-<?')"^-7 = — Mcsinw — T[/cos(f — w) — tfsin(<p — w)] 
g at 



T'[/co8;w— 4)— <?sin («—>[;)]; 

désigne le moment d'inertie de la balance par rapport 

à un axe passant par le centre de gravité. 

On aurait pu obtenir Téquation du mouvement de rota- 
lion j directement et sans recourir à l'intermédiaire des ten- 
sions , en exprimant que les forces perdues se font équilibre 
sur le système. 

La force perdue, appliquée au poids situé en M, a pour 

Vd^x ^ V dW 
composantes — et F -jj *, son moment , par rap- 

port à Taxe O , sera la somme des moments de ses deux com- 
posantes. On aura pareillement le moment de la force per- 
due par le poids N. La somme des moments des poids de 
tous les points du fléau est M . GH == Me sin co. Qua?it à la 
force effectisfe qui anime chaque molécule jx située à une 
distance r de l'axe , on peut la décomposer en deux , Tune 

centripète ^— qui va rencontrer l'axe , et dont Teffet est 

, ,, . „ dv d^(ù 

par conséquent nul, 1 autre tangentielle fx — oujuir --779 

dont le moment est — a r' — — -, la somme des termes $em- 

^ df^ 

blables étendue à tous les points de la balance e$t 

Egalant à zéro la somme algébrique de ces moments , on 
aurait l'équation ci-dessus , d*où les tensions seraient élimi- 
nées. 
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Les cinq équations précédentes renferment la solution 
complète du problème. 

Cas des petites oscillations. 
Nous négligerons les carrés de cc) , (p et ^ ; alors 

Et , par suite, les cinq équations se réduisent à 
^ ' do do P ^ 

(3) ^-; h ^ -~ -hi?-=: + = 0, 

(5) Ël^L±-fL)^4-T[/-e(ç -«)]-!'[/- «(«-+)]+Mc«=o, 

Pour éliminer les tensions, on tirera des équations (2) 
et (4) les valeurs de T et T', 

T=P-f.-^-— , T' = P--^— -, ...{T-f-T'=2P), 

g do g do ^ " 

et on les substituera dans les trois autres équations. 

T. f \* 1 1 • d^bi I d^M . , 

En négligeant les produits <p -— , ^ —r-^ , qui sont du 

même ordre de petitesse que les carrés de w , y , <|/ , et po- 
sant, pour abréger, 

M (K= -+.«') -4- 2P/ 



^ 



•2 



il vient 

fl^f' ' " dt 
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(8) /i— 4-/w — P^(f -4-+)= o. 

La question est ramenée à intégrer le système de trois 
équations linéaires à coefficients constants. 

2. Examinons d'abord le cas particulier où le point de 
suspension coïncide ai^ec le milieu C du fléau AB. 

Il faut faire, dans les formules précédentes, e = o, et 
Ton a , en posant 

- — V et — — tû 
^^K et ^ - fA , 

d'^fD 
dH 

équations où les variables sont séparées. Les mouvements 
du fléau et des deux poids seront donc indépendants les 
uns des autres. 

La première équation a pour intégrale 

w = A COS ( À / -f- a ). 

Les constantes A et a dépendent de Tétat initial. Par 
exemple , si le fléau a été originairement incliné à Thorizon 
d'un angle oùq sans vitesse initiale, on aura a == o, A = coq , 
et, par suite, co = WoCOsXf. En général, la constante A 
sera une très-petite quantité. 

Ainsi , le fléau oscille comme un pendule simple dont la 

longueur est ^ ou — ^ ^r-^ • 
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La durée d'une oscillation est tt i/y 

Si le centre de gravité G est , comme à l'ordinaire , très- 
voisin du point de suspension, la distance c sera très- 
petite, et il en sera de même de X. Si le centre de gravité 
coïncidait avec le centre de suspension, X serait nul, et le 
fléau n'oscillerait plus. En effet, il serait alors en équilibre 
dans toutes les positions possibles^ toutefois, ceci suppose 
qu'à Torigine le fléau a été simplcooient incliné à Fhorizon 
sans recevoir d'impulsion : autrement, comme aucune force 
ne s'opposerait à son mouvement, l'angle a> irait en crois- 
sant et ne pourrait plus être regardé comme très-petit, 
ainsi que l'exigent nos formules. Elles cesseraient donc 
d'être applicables. 

Si le centre de gravité G était au-dessus du point de sus- 
pension , il faudrait changer c en — c dans les formules , 
et, par suite, X deviendrait imaginaire. Le mouvement 
cesserait encore d'être oscillatoire, et la balance serait 
folle. L'inclinaison du fléau croîtrait avec le temps, sui- 
vant une loi différente de celle qu'assignent nos for- 
mules. 

Les équations (lo). et (xi) ne diffèrent l'une de l'autre 
que par le changement de (p en ^ ^ leurs intégrales sont les 
mêmes aux constantes près : 

(j> = Bcos(jui/+ P), 
ij/ = Ccos (pir -H 7). 

Les petites oscillations des deux poids coïncident donc 
avec celles de de\ix pendules simples , de longueur b -, elles 
ont même durée, mais non la même amplitude, en gé- 
néral. 

Pour déterminer (f et ^ avec une approximation plus 
grande, on rétablira, dans les équations (10) et (n), les 
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. termes T 9 -7-7 5 — t 4^ 'J~T'> V^^ proviennent de 1 élimi- 
nation des tensions, et que nous avions d'abord supprimés ; 
et Ton remplacera, dans ces termes, --rj par sa valeur 

— AX* ces (Xt -I- a). Les équations (10) et (i i) , ainsi com- 
plétées , deviennent 

(12) _I-|-pay z=-^7COs(Xf-+-a), 

(i3) -^ -h fx'^i = + cos (U + a). 

Nous allons en déduire deux termes de correction à 
ajouter aux valeurs principales trouvées plus haut pour 

9 et ^. 

Soit <p = B cos(fAr-|- p) -I- A a , 

"* ""^ -5^ = - B f^' <^os ( P ' + P ) 4- A — . 

Si Ton substitue ces valeurs dans Téquation (12), et 
quon néglige, dans cette seconde approximation, le 
terme affecté du carré de A ^ il vient 

■^ + p'a = — Bcos(Xr-ha)cos(fx/-f- p) 

al* 

== ^ B I cos[(fA+>)r-hp-ha] 4- cos[(pL — X) ^4- P — a]^. 

On obtient aisément une valeur particulière de u, de la 
forme 

u =z Mcos[(fx-h>)^'H- p4-a]-f-Ncos[(fA — >)if-+-p — a], 
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et les valeurs de M et N sont 

Cette solution particulière permettrait de ramener l'in- 
tégration de Tëquation différentielle précédente^ à celle 
d'une équation linéaire sans second membre ; mais on re- 
marquera qu'on n'a besoin que de cette intégrale particu- 
lière , et qu'on n'obtiendrait rien de plus général , en pre- 
nant l'expression complète de u^ puisque déjà le premier 
terme de la valeur de cp renferme les deux constantes 
arbitraires B, j3 , qui suffisent à l'intégrale générale. 

On a ainsi 

(j) = Bcos(pf-hp)-f.AMcos[(fA-hX)r-|-p-f-a]H-ANcos[{pi— >)f-|-p— aj. 

En changeant a eu — a dans les valeurs précédentes de M 
et N , et les constantes B, j3 en C , y, on aura 

>J*=Ccos(pr-h7) — AMcos[(p-4->)^-f-7-ha]— ANcos[{fx— >)r-l-7 —a]. 

Ainsi les mouvements de pendules simples que nous avions 
trouvés dans une première approximation, pour chaque 
poids, seront soumis à des perturbations provenant du 
mouvefhent oscillatoire du fléau. 

Si Ton suppose qu'à l'origine du mouvement le fléau ait 
été horizontal et en repos , on aura pour ^ = o , 

w = o et — - = o , d où A = o ; 
at 

par suite , w sera toujours nul : le fléau demeurera horizon- 
tal , et , comme les valeurs de (f etde ^ se réduiront à leurs 
premiers termes , les deux poids oscilleront , indépendam- 
ment l'un de l'autre, comme deux pendules simples de 
même longueur. 

Si 1 on suppose qu'à l'origine les deux poids aient été 
laissés en repos dans la verticale , et que le fléau seul ai ^ 
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été incliné d'un angle w©, sans vitesse initiale, on aura, 
pour f = o , 

dtù do r/iL 

« = «., — =0, ç = o. - = o, 4, = o, ^=0. 

On conclut des deux premières conditions, comme on l'a vu, 

a = o, A = Wo; 

les deux suivantes donnent 

et les deux dernières fournissent deux conditions qui ne 
diffèrent des précédentes que par le changement de a en 
— /z , de B en C et de iS en y, savoir : 

,r a V Wo \ 

On ne peut satisfaire à ces équations qu'en posant B = o, 
C = o ; donc (p et t{/ seront constamment nuls, c'est-à-dire 
que les fils de suspension des poids 'resteront toujours ver- 
ticaux, tandis que le fléau oscillera à la manière d'un pen- 
dule simple. 

Il ne faut pas perdre de vue que ces conséquences de nos 
formules n'ont lieu qu^autant que les oscillations sont très- 
petites, et que, de plus, le point de suspension C est supposé 
parfaitement fixe, et en ligne droite avec les points A et B, 
supposition qui ne se réalise jamais complètement dans la 
nature. 

3. Revenons au système des équations (6), (7), (8) qui 
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résolvent le problème , dans le cas général où le centre de 
suspension est situé hors de AB. 

Si on leur appliquait immédiatement la méthode ordi- 
naire , qui consiste à poser 

w = C sin ( f v^p + /w ) , 
Y = C/?sin(r Vp H- m), 

^ = Cç sin (/ v'p -f- m ) , 

où Cet m désignent des constantes arbitraires, et py /?, f , 
trois constantes qu^il s'agit de déterminer de manière que 
les équations soient satisfaites, on trouverait^ = ^, attendu 
que les équations (6) et (7) ne diffèrent Tune de l'autre que 
par le changement de cp en ^j;. Il en résulterait (p = ij^, et l'on 
n'aurait pour déterminer p qu'une équation du second degré, 
comme s'il ne s'agissait que de deux équations linéaires seu- 
lement, par exemple les équations (6) et (8)5 on obtien- 
drait donc les valeurs de w et de ç = t|^, avec quatre con- 
stantes arbitraires au lieu dé six. 

Cette solution n'aurait pas le degré de généralité dési- 
rable. 

Mais, de ce que les équations (6) et (7) se confondent 
en une ôeule, quand dans là seconde on femplade ^ par ç, il 
n*en faut pas conclure que les deux fonctions du temps que 
ces inconnues représentent soient identiques. Posons en effet 
dans l'équation (7) , 

et elle se réduira, en vertu de l'équation (6), à 

(9) ^3pr^-^" = ^' 

on est ainsi ramené à considérer le système des trois équa- 
tions (6), (8), (9). 

Or l'équation (9) n'est pas seulement vérifiée par m = 0, 
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elle a pour intégrale 

tt= Esin(«-4- pt^) en posant | :==;**; 

donc on n'est pas en droit d'écrire ^ = 9 , mais bien 

•vj^ = (p -H E sin (e -i- pf ). 

Actuellement il reste à appliquer la méthode des équa- 
tions linéaires à coefficients constants aux équations (6) 
et (8 ) ; on posera donc 

w =Csin (f \/p + /w), <p = C7?sin(^V^-f-/»), 
et Ton trouvera 

Cette équation du second degré en p a ses deux racines posi- 
tives, puisque l'hypothèse p = | donne un résultat négatif, 

et que = 0, p = 00 donnent des résultats positifs. 

Soient pi, pj ces racines, et pu P% les valeurs correspon- 
dantes de p \ les expressions complètes de w, (p et ip seront 

w =C, sin (fy/p, H-/Wi)-f- Cj sin ( f v^, -+- w,)» 

(p = C,;?, sin(fv^p, -h/w.) + Cj/?2 sin (fv'p» -*-'"»)> 

'^ = C,/?,sin{tv/p', -f-/w,)H- C,/>2sin(^v/p, + /Wa)+Esin(s-+-fA0- 

Au lieu de chercher 9 et la diflférence u=z^ — 9, on 
aurait pu prendre pour inconnues (ç H- tp) ^^T — ^• 

Soient 

'-^'^^^^'l d'où 1^ = '-^^' 

on trouverait ainsi plus de symétrie dans les expressions de 
ces variables, qui prendraient la forme 

<p = C,/?» sin (^ V7« -+- '"O -+- Ca/?2sin [t sfp, -h iw,) 4- Esin(e H- |Af), 
,[;= C,^. sin [t Vpi + /«.) + ^»/^' sin (r y/pa + m,) — Esin (s -+- f*^). 
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S'il arrive qu'à une certaine époque on ait 5 = i^, le poids N 
se trouvera dans la verticale, tandis que le poids M en sera 
écarté d'une manière sensible. Le contraire aura lieu s'il 
arrive que Ton ait , à une autre époque , 5 = — u^ et ces al- 
ternatives pourront se reproduire. Une grande variété de 
phénomènes pourra naître ainsi des circonstances initiales 
qui servent à déterminer les six constantes arbitraires. C'est 
par ces considérations cpHEuler (*) a expliqué certaines 
apparences singulières observées par Jean Bemoulli sur 
une balance en mouvement. 

(*) Âcta Academi» Peiropolitanœ , 1777- 
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